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由 于 必 代 科学 较 术 的 发 展 ， 在 许多 科学 领域 的 研究 中 ， 例 如 
力 党 物理 学 、 生 物 数 学 、 经 济 数学 、 自 动 控 制 ,通讯 理论 等 等， 
都 涉及 到 微分 差分 方程 和 微分 积分 方程 。 因 为 这 些 方程 比 常 微 分 
方程 更 精确 地 描述 了 容 观 世界 。 沪 消 微 分 方程 就 是 这 些 方程 的 总 
称 和 概括 。 因 此 对 泛 函 微分 方程 的 研究 ,不 但 有 重要 的 理论 价值 
而 且 有 实用 价值 。 

近年 求 ， 泛 函 微分 方程 在 国内 外 发 展 很 快 ， 论 文人 很 多 ， 但 专 
著 较 少 。 在 我 国 除了 1963 年 出 版 过 基 元 勋 教授 等 侣 编 的 * 带 时 灌 的 
动力 系统 的 运动 稳定 性 * 一 书 外 ， 到 现在 尚 无 专著。 为 了 便于 初学 
及 开展 这 方面 的 工作 ， 滋 函 微 分 方程 的 专 蔷 出 版 是 很 有 必要 的 ， 
AP RIA Jb Bi dg (E, 

对 于 本 书 ， 我 们 在 此 作 些 说 明 。 

第 一 ， 本 书 因 确 地 将 泛 函 微分 方程 划分 为 三 大 方向 ， 即 有 界 
河 量 的 泛 阴 微分 方程 、 无 界 滞 量 的 泛 表 微分 方程 ， 以 及 无 穷 延 灌 
的 泛 沿 微分 方程 三 个 方向 。 在 1978 年 以 前 ， 大 多 数 的 论文 是 研究 
有 界 滞 量 的 泛 油 微分 方程 。J。 区 ,Tiale 在 1977 年 出 版 的 专著 “Th- 
tory of Functional Differential goustions» ,就 是 当 时 对 有 界 灌 
量 泛 函 微分 方程 的 研究 的 最 新 总 结 。 自 1978 年 以 来 ,无 界 灌 量 和 无 
穷 延 灌 的 泛 肖 微分 方程 得 到 了 极 大 的 发 展 ， 系 统 的 理论 逐步 地 建 
立 起 来 了 。 本 书 总 结 这 方面 的 资料 ， 系 统 地 介绍 这 三 个 方向 的 内 
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徽 分 方程 研究 的 重 贤 内 容 。 近 年 来 在 这 方面 出 现 了 许多 新 的 研究 
成 果 ， 故 本 书 以 较 多 的 篇 幅 着 重 介绍 这 方面 的 工作 。 

第 三 ， 振 动 理论 是 常 微分 方程 和 泛 函 微分 方程 的 一 个 重要 分 
支 。 近 年 来 泛 函 微分 方程 的 振动 理论 获得 很 炎 的 发 展 ,论文 很 多 。 
本 书 特 立 一 章 扼 要 地 介绍 这 方面 的 成 果 。 

第 四 ， 由 于 本 书 涉及 的 面 较 广 ， 而 篇 幅 有 限 ， 故 有 些 内 容 不 
可 能 作 深 入 的 介绍 ， 读 者 可 在 参考 文献 中 得 到 更 多 的 补充 。 

由 于 我 们 编写 这 本 书 的 时 间 比 较 仓 促 ， 所 以 在 内 容 的 取 会 和 
安排 上 性 虐 得 还 不 够 周到 ， 加 上 作者 水 平 有 限 ， 故 错误 之 处 在 所 
难免 ， 切 望 辐 行 及 读者 禾 正 。 

全 书 的 主要 撰写 工作 ， 是 由 温 立 志 人 负责 完成 的 。 

在 这 里 我 们 对 吴 建 宏 同志 的 大 力 协助 表示 感谢 。 他 阅读 了 本 
书 的 全 部 手稿 ， 所 出 了 不 少 宝贵 的 意见 。 此 外 ， 还 协助 作者 编写 
了 本 书 的 部 份 内 容 。 
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在 自然 科学 和 工程 技术 的 研究 中 ， 许 多 现象 都 用 微分 方程 作 
为 它们 的 数学 模型 ， 这 些 问题 实际 上 都 是 假定 事物 前 变化 规律 只 
与 当时 的 状态 有 关 、 而 和 过 去 的 历史 无 关 ， 就 一 阶 微分 方程 


dztt 
d201) - fet e), m2 =e 
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BE, EXSER, FE EEGEDU GE AUR GCR DUET AINE 
前 状态 ， 还 依赖 于 过 去 的 状态 ,在 这 种 情况 下 ,微分 方 穆 就 不 能 很 
糖 确 地 措 述 客观 事物 了 ， 斩 之 而 起 的 就 是 微分 差分 方程 特别 是 带 
时 间 清 后 的 微分 方程 。 事 实 上 ， 在 续 密 的 考察 之 下 便 会 发 现 ， 除 
了 理想 的 情形 以 让， 动力 系统 总 是 存在 洲 后 现象 的 ， 即 使 质点 间 
力 的 传递 或 者 久光 速 传 递 的 信息 也 是 如 此 ,在 自动 控制 前 装置 中 ， 
从 输入 信号 至 收 济 反 馈 信 号 ， 也 必然 相差 一 段 的 时 间 ， 因 此 ， 用 
传统 的 微分 方程 去 措 述 系统 的 状态 只 是 一 种 近 侯 ， 必 须 符 合 精度 
的 要 求 才 行 ， 和 否则 将 导致 错误 ， 下 面 列举 一 些 实 钢 亲 说 明 时 滞 微 
分 方程 在 科学 技术 中 出 现 的 广泛 性 。 

例 1 19734, W P London], A,Yorke 赋 究 了 麻疹 传播 的 
Busco 济 

SO S BCOSCOTSC 2 12 - SC 14) 2r] er. 

EKBSCOdo REB] A CIC AR HE UTR BEC, r 是 这 种 个 体 在 人 口 
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Bg tq, 

Biz 19524, K-D- TeoJLopaswft il T 8E 37 2S f 3 e A 
Tic, 

MEC Irl) + kelh s fit- A,n. 
Apmog SRL RENE. rnXSGROGRÜUEBUEESE RR AE kR 
SEPEHOM DRTE BAJO o Rm ACERRA 上 的 力 
Ie oak, AAA E 

例 3 C-B Hopkun gfb m] 39-33 rp. AT eh Tischler 和 
Bellman 拟 由 Kopokko 和 dXRerCanpn 秤 究 过 的 洲 体 燃料 火 第 的 燃 
烧 过 程 ， 设 WW 是 固定 的 输入 燃烧 室 的 燃料 质量 的 速度 , 瑟 1(1) 是 
燃烧 的 质量 您 度 ,让 。( 国 是 输入 燃烧 室 的 质量 的 速度 ,输入 的 与 准 
EE B OBL Lg ACRI SE IBI CER WOO S Wu -10», 
著 略 去 压力 小 误差 引起 燃烧 室内 的 温度 变化 ， 则 输入 流动 过 程 中 
的 小 摄 动 x(1) 2 W.CD Wy HB. 

ACE) +R) + BEC) + yet -T(1)) 20, 

HUBe. 8. v. RATES MESE 898 79256, WEKE, # 
UL ERRA. AAW RE, BEIDE. 

Pis 19354, Tinbergen 研究 了 造船 工业 中 的 模型 

ib -bx(t—-r)zeex*(f—-t) 
Hec XB EDEIRILIS. Emne 
船 的 平均 所 期 ，p> 0 及 2 均 为 常数 。 

情 5 19644 J.J, Levin 和 J.Nohel 在 研究 核反应 堆 的 燃料 的 
铺 环 理论 中 遇 到 了 这 样 的 方程 ，! 驴 


èt) = -| ali- w)gixQu)du, 
其 中 x(t) 是 表示 时 刻 t 时 的 中 子 密度 。 
Hé 19684pI. H, Kpxconck nd qc i posi BSib repo p An 下 


mias. ceo 
d(1)2 P(f)a(1) t Btu), 
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为 如 下 形式 的 方程 


üt) - kü(t -和 号) = f (uct),uct -2). 
其 中 5S=wIC. 


从 以 上 几 个 例子 可 以 看 到 ， 寺 江 微 分 方程 有 有 着 广 证 的 应 用 ， 
它 涉 及 许多 学 科 中 的 许多 领域 ， 如 入 唱 理论 5.582.5 和 9 。 医学 问 
Ao, CIL, GAR C133, Jp gel, C183, C162. CID. Aya 
caa, C192. (202. C202. Eis xi C422, (232, C242, 0252. 0262. 
[277，、 先 理学 [2 (93 . C281, C213] 等 许多 的 方面 。 

从 以 上 的 偷 子 中 还 可 以 肴 到 ， 时 兴 微 分 方程 的 形式 是 多 种 多 
样 的 ， 寄 线性 和 的， 有 有 非 线 性 的 ， 有 一 阶 的 ， 有 高 阶 的 ， 有 一 个 方 
程 的 ， 有 方程 组 的 ， 有 自治 的 ， 有 非 自治 的 以 及 各 秽 可 以 分 类 的 
特点 ， 这 些 分 类 的 特点 与 常 徽 分 方程 是 类 似 的 或 者 苦 相 同 的 ， 但 
是 其 中 有 一 个 重要 的 特点 是 常 微 分 方程 所 没有 的 ， 就 是 偏差 量 的 
区 别 ， 人 人 们 利用 偏差 量 的 区 别 将 时 灌 微分 方程 分 为 滞后 型 、 中 这 
W., BHE, WAFF (AE SI), 

例 3 基 特别 值得 注意 的 ， 方 程 中 当 现 的 名 后 量 不 是 常数 ,而 是 
请 数 7(t)， 一 般 地 ， 人 人 们 拒 形 如 

t) = ft BO) RE TE x - TC, x(i- 
Tak)? . (1) 
KARMA GC NOHICE TER. SOHMORTENERHCL IER. B 
史上 很 多 人 称 之 为 泛 函 微分 方程 。 
伪 得 注意 的 是 的 定义 域 , 它 是 定义 在 RxRx-…… x R EUR 
| m 24 


数 。 即使 方程 (1) PRAH g JtcBx IR PIE Jin HUE E o e 
上 时 也 只 是 定 党 存 了 及 六 Rx R'e x 了 "之 中 。 
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19594, H.H,Kpacoserui H 32 e Z8 T EL RR, AIA IE RER x 
CRR ERA, CCAEXESEPENCAS DAMIER ATA) 
d SERE UL OR 

$0) = ft, wr) (2) 
的 形式 ， 其 中 xx EC， 这 样 一 来 ， 方程 (2 不 但 把 常 微分 方程 、 常 
时 混 的 微分 差分 方程 、 变 时 河 的 微分 差分 方程 ,其 至 如 便 6 那 样 其 
有 积分 形式 时 河 方 程 祁 统 一 起 来 ， 而 且 具 有 与 常 微分 方程 

£O) = 1(t, rt)), (3) 
3 p S TÉ SpA pd d COR BS PE AER x Cnm C (pif sg S6 
TER x "p. Ai, 泛 函 微分 方程 42) 也 可 以 看 作 是 函数 空间 中 的 
常 微分 方程 。 

自 1959 年 以 来 ,无 论 是 一 般 的 泛 阔 微分 方程 或 者 是 较 具 体 的 
微分 差分 方程 ， 其 发 展 是 非常 迅速 的 ， 在 解 的 基本 理论 、 稳 定性 
理论 、 局 期 解 理论 振动 理论 、 解 算 子 理 论 、 分 支 理论 等 许多 方 
面 都 出 现 了 重要 的 成 果 ，70 年 代 以 来 ， 每 年 都 有 数 以 百 计 论文 问 
世 ， 专 著 也 陆 继 出 现 ， 其 中 J。 K, Hale 在 1977 年 出 版 的 *Theory 
of Functional Differential Equations» 是 景 新 的 总 结 ， 自 1977 年 
以 来 ， 无 穷 延 庙 和 无 界 滞 量 的 泛 男 微分 方程 也 跟着 兴起 ， 它 们 与 
LE Rv cp qp wow m on AE JE XE. 

在 我 国 ， 有 些 学 者 在 文化 革命 前 已 开始 注意 到 泛 S 微分 方 
程 这 个 方 册 ， 出 现 了 一 些 研 究 成 果 ， 秦 元 赎 、 刘 永 清 , 王 联 在 1963 
年 出 版 了 专著 * 带 有 时 沸 的 动力 系统 的 运动 稳定 性 >。 到 文化 革命 
时 这 个 方 血 的 研究 被 迫 中 汤 了 。 直 到 1978 年 在 寡 久 举行 第 一 届 微 
分 方程 会 议 ， 又 开始 重视 起 来 。1979 年 在 疏 证 举行 了 第 一 届 全 国 
泛 画 微分 方程 会 议 ，19 叶 年 在 侣 取 举 行 了 第 二 局 全 国 泛 函 微分 方 
程 金 议 ，1984 年 在 峨 电 举行 了 第 三 肩 金 钱 泛 函 微 分 方程 会 议 ， 通 
过 这 三 次 会 说 ， 大 大 地 促进 了 我 国 泛 男 微分 方程 的 研究 与 发 展 。 

«de 
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水 平 也 愈 来 意 高 。 相 傅 不 久 的 将 来 ， 这 个 数学 分 支 一 定 会 更 加 六 
旺 ， 它 对 我 区 由 个 现代 化 建设 ， 将 必 作 出 更 多 更 大 的 贡献 。 
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泛 孙 微分 方程 的 
概念 及 分 类 


$1 微分 差分 方程 的 概念 及 分 类 


1 微分 整 分 方程 的 分 类 

在 党 微分 方程 £(t) = faeh, GRADPRÓBCXTERI Züt ng 3 fo 
速度 , 具 是 与 时 刻 t S Rd x COS 2S ELI ER TP HB] SE BRI BUR SI, 
Yt EL EA UAR HA 26 Rs ESTE L6 it HEIN THE Ej SEU ARGUS 3A, Tu H. 
与 过 去 的 状态 育 关 ， 如 例 1 中 办 ,London 与 ,Yorke 关于 麻疹 传播 
的 模型 

&(1) 2BODSODOL[SCE- 122 - SCE- 14) - 2r] €, 

ERRERA S5 0E 73 B. AC ze Fo HE (ONU SS CO) 有 
X, 而且 与 12 天 前 和 14 天 前 的 硕 染 人 入 数 有 关 ， 一 般 邮 ， 如 果 一 个 
方程 具有 如 下 的 形式 

i= fit, EJ TE rT mr), (D 
Hero E, MESAM (4) 35 Differential Differ- 
ence Equation, 简写 为 DDE), 广 贡 做 偏差 ,这 种 方程 的 线性 形式 
为 


1) = Dat rt erp + EY, (2) 


349(1) 01H ED JE REGE CI 249 CI SEORSE RO 3ESE UC 
关于 DDE 的 分 类 。 现 在 还 没有 一 套 完 整 的 方法 ， 一 般 只 作 邵 
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下 的 分 类 ， 

DO 当 P 0 1.2.0 nN, WEVE 为 滞后 型 的 d 
LES EEG CRetarded Differential Difference Equation, 简写 
XRDDE) ; BUT US AY TE, ter WIOU Hi SEE ERR 

O freed (12e ADI], 则 称 方程 (1 ET ETE 
a 分 方程 CAdvanced Differential Difference Equation, ， 简 写 
HADDE) EE. 微分 方程 省 个 ri 均 称 为 超前 其 或 三 量 。 

© MENFE RERO E 下 的 形式 ， 

站 PC 一 Pi 

$Of—T.). (3) 

其 由 re 021,2, ,). 7,200 -1,2,-- 19). 则 称 此 方程 
Tp iP O3 dp (Neutral Differential Difference Egu- 
ation, "WUSXUINDDE), 

士 述 前 分 类 方法 是 不 完整 前 ， 例 如 方程 

让 (OF 一 1 十 Drfr 十 工 ) 
ATAT ERNEA, 

IIITER E UXOR EAR P” 
RARU “HERR a, 

在 应 用 中 景 经 常 这 到 前 是 澡 后 型 ， 它 的 理论 也 被 研究 得 比较 
深入 和 广泛 ， 其 次 是 中 立 型 ， 超 前 型 前 研究 进展 甚 微 。 

2 微分 整 分 方程 概念 的 推广 

上 述 的 微分 差分 方程 中 有 两 个 特点 ， 一 是 偏 逆 ri Ec. RER 
数 ， 二 是 偏差 的 个 数 是 有 限 的 ， 恒 实际 床 轴 上 已 超出 这 两 个 特点 
的 范围 ， 出 现 侦 差 不 是 常数 及 向 差 药 数 日 为 无 腿 的 情形 。 

在 方程 (1) 中 ， 如 果 偏 差 r* 基 的 函数 ， 即 

E) Fs) m True amr), (D 
此 时 方程 (4》 JE—TRRIUSLEU EA 2EZERZPRR, SR Eun 
ža, 亦 有 文献 称 之 为 县 偏差 变 元 的 微分 方程 。 

HB 0200 1,2, ,0, BÍ ARAN. MAAR 
LAMB. 


ADR XO G1,2,-,5), I CO. XEERBIEBI, ZR ACER 
TÓDENHOY NE, 

[E 1n32: fOD'BBg de Ar Tie, HrCO RO 
(21,.2,-, 8), T; (1)0220 (19 1,2, m), RISE 应 JOK 
分 差分 方程 是 中 立 型 的 。 

下 面 我 们 将 DDE 进 行 另 一 种 形式 的 推广， 首先 回顾 方程 42)， 


T 


ED = S a Dalt oro 9D 


Fr = maxi, ytra), Wi 4-2 Fi 离散 思 分 布 在 区 间 :-0， riz 
dt SRBb4ds ci ede PRO AeYESERLARAgTYELO, r32b, IER 
方程 (2) 应 转化 为 积分 的 带 式 ， 即 

a) = [ad De - sds ac. (5) 
这 种 形式 的 方程 称 为 微分 积分 方程 ， 它 是 线性 的 。 非 线性 的 情形 
可 写成 如 下 多 形式 

a= | fetus ds, (r2 05, (6) 


3 RE PIE EUER EGET 
下 面 介 绍 带 后 型 和 中 人 立 型 的 微分 差分 方程 的 初 dit 问题 的 提 
法。 至 于 超前 型 的 初 值 问 题 ， 至 今 尚 未 有 一 个 公认 的 提 法 。 
ER-(-o0, c), R*-[0,09), DAR hi — 4E 8, 
人 ”滞后 型 微分 差分 方程 的 初 值 癌 题 
EREEREER AERE 1 HERAS, Faa A 
种 情形 进行 考察 ， 
à) JARREREN 
RHEA 
EF) = FE Rt rat), c, BCE tL) a 
vo 
其 中 f, Rx D'*! -R', Oar (Dar (G-21,2,:5, M), 
MEARE? 什么 则 做 方程 (7) 满 足 初 值 问题 的 


s 4 * 


Br 这 与 常 微分 方程 是 不 同 的 。 

EERE AAA ER, PAR MEL, D 上 是 方程 
(DRI, ADRAR XEE £.,00 EXE SC BL DE IE AT), H 
CO nU dp ou -r(G))0i-m1,82, m), tsia rh, f— 
rt 和 有 可 能 蒂 在 区 间 Etor, lZk, WE) Efi- r, 
iuJ 上 是 渤 有 定义 的 ， 它 等 于 多 少 ， 有 待 我 们 预先 给 定 。 例 如 给 
jg cO )mgeO), t, or«fst,, HEX GO orata) 就 是 
方程 7) 的 一 个 官 值 ， 我 们 称 之 为 初始 函数 ，# e CO 合 起 来 构 
成 方程 (7) 的 一 个 初始 条 件 。 

WEITEC EDIO) Ca -rt<to) 的 解 ， 是 指 这 样 
Wiee, [for 50D, BEL r, LEERT COD, 在 
LE D Ei JE ECT, 

上 述 的 初 什 问题 的 提 法 ， 是 常用 的 提 法 ， 姐 仔细 考察 一 下 ， 
便 会 发 现 它 是 不 够 精确 的 ， 例 如 方程 tO) sarl) + bat- 
sin”) ai b AKR, CERAR N D E, WB OH rossin t 
«1, WAF., ELEKE, HHE- Et 刻 to Wi 


eC) Xe BIEF, — 1,292 1-28 8. MYRR = 于 时 ,满足 t>> 
K "P N zo 1 m 
于 的 一 切 # csinttiets, Ie [TL -. T pas, 


Wm eco 只 需 在 区 N[L-l. pamm. eE 
m - x 1 
[至 ~ 1， 闻 | 给 出 ， 因 为 在 [至 ~ 1， 立 ~ 地) 上 的 p(t) 对 方程 训 


无 作用 。 奶 暴 我 们 取 初 始 时 刻 f = 0， 此 时 ， 满 足 (20 的 一 切 
f 一 si 的 什 均 不 小 于 零 。 可 见 ， 初 值 只 需 在 t。= 0 处 给 出 即 可 ， 
例如 zC0) = 2z,，。 在 区 间 [ -~ 1，03 上 给 出 初 值 是 不 必要 的 。 

当 章 始 时 所 如 给 证 以 后 ， 初 值 9 号 的 畏 确 定义 范围 应 该 是 如 
FHRA: - 


LÀ 
B-bjü-nOo terta tSt} U {h 


imi 


HUP RS n COEDRHXESUSR, H EnB D. JAR ERIT 
闭 区 间 ， 在 特殊 情况 时 ， 吾 ,可 能 退化 为 单 点 集 {t。}。Ei, 称 为 方 
程 (7) 的 初始 集 。 

di) 无 界 洁 量 的 方程 的 初 值 问题 

WEFTA RAWE GO Gi =1,3,… ,由 ) 中 有 一 个 或 多 个 
是 无 界 的 ， 刚 初始 党 可 能 出 现下 列 的 几 种 情形 ， 

1" 瑟 , 是 一 个 以 ft 为 右 喘 点 的 闭 区 疝 。 

27 已 ,是 一 个 不 连带 集 。 

3” ELARA GU. 

; i 
例 1 方程 为 i -f(tzu(t-—)) (9, 


当 = 0 时 ， B.-ÍL. L«6 te 0]0(0:-2(0), XA 
AE. 
a for En- {H «hb ul) S Dons tl. 
Biz SEDE i= fite), alte) 00-0), 
当 #fo = 0RR, EQ-(fe's0); 0201 (073 (03. 
由 于 函数 te ' 在 [0.1] 上 为 单调 增加 ， 在 [1，ce) pog qx 
少 而 趋 于 零 。 故 当 0<to se 工时 ， 
E, = (te, feti, fuit, = stad; 
Site, 
E,-(0,871]10(1,), EXUÉ— T 38S. 
© Bir 35 29 REIR FIR] BE 
为 方便 起见， 我 们 只 讨论 方程 含 一 个 当量 的 情形 ， 庶 中 立 型 
微分 差分 方程 为 
BEY = Ft rd), x(f -rO D, e(t rE, (9) 
Kopf, Rx D x RR", (ar DET, 
XITRiAGEBUEMABRA Df, ETRE) AA, WE gud 
eO) 可 在 区 加 Cer fo 上 给 出 。 不 过 方程 (69) 中 会 有 £0) 
-rD, dn t-ra) PWXEXxEDÉ.-r, tolk, XU $t- r(t) = 


*. TO * 


BO rU), BÜRO GONE Sg S CS m HR 
EHRL jc o ens [?,-r, 5)--D,(Co- tO EEL 一 r,tfo]， 
上 恒 等 于 Pp (f)， 在 FEtfe，5) 上 满足 方程 (9)。 
但 实际 上 这 个 初 值 问题 的 提 法 是 难于 实现 的 。 我 们 以 较 简 单 
的 线性 方程 汶 例 。 
tit) =artty + batt =r etit er), (105 
设 初 始 有 时刻 = 0， 现 在 fr,03 上 给 定 初始 函数 P(t}7， 我 们 进 一 
步 假 定 p( 站 是 连续 可 微 的 ， 在 一 般 情况 下 
pO) sapi + bp( rr) eir. 1) 
dcc EOOBE,. W xime, —re«fs0, HN 
$(Q)m qe), 5 —J T8), eG 0 时 必须 满 是 方程 (10)， 放 
QOD £200) —axC(0) t brl er - OR — 6) 
—2ap(0) TT OPC —F) - egi -r), 
这 与 (11) 式 矛盾 。 疏 rO) Æ 0AP EAIC), krüi ed 
a(R = 0,1,2, …) 处 均 不 满足 方程 (10)。 
值得 注意 的 是 ， 对 如 下 形式 


pO) bsc -r(i))j]25f(ü,z»), 20 -r(t)) 


(12) 
的 中 立 型 微分 荆 分 方程 ， 其 中 & 和 5 为 非 零 常数 ， 它 的 初始 函数 
yp(f) 不 要 求 为 可 微 ,只 要 连续 即 可 ,因为 (12) 中 不 显 合 (7 一 +(1)) 
之 故 。 
4 THEN 
对 滞后 型 微分 差分 方程 
AG) = fF, rt) (E —r)), (13) 
设 给 定 初始 条 件 为 P(tf)，7 EC 一 r,t,。]， 又 设 画 微利 p 对 于 自 
DB dE by XE SR. 
Hiit tri, BipyrG-r-e£-0, 改 求 方程 (13) 
在 区 间 [fuyto 上 +r] 上 满足 初始 条 件 的 解 ， 可 转化 为 求 下 而 的 常 微 
分 方程 满足 补 值 的 解 ， 


Te | 


(n feret orm ao 


ECE =E Plta), 

PECO) HRHER 2 fo +r] ETE, WBAre=p t), A 
Rt, tretal, t Fih, Ar- =gitt 一 r)。 于 是 方程 (13) 
HPWEB E. tro + 2r1 化 成 下 面 的 常 微分 方程 的 初 值 
问题 ; 

fepe fase tron» 
zu rr y= ptto tr), 

这 样 逐 步 地 做 下 去 ， 钙 可 将 方程 (13) 的 初 利 问题 在 区 问 
[fo tar, t+ Ov 1)r] 上 的 求解 转化 为 求 下 面 常 微分 方程 的 初 值 
问题 的 解 ， 

(KD caesa nm, 

Tho tar) piia tAr), 
ope, CUSE7; O30 BSELHÉCIS]SE 在 区 河 E, 0— Dr, f, x nr] 
上 上 的 解 。 

以 上 的 方法 称 为 分 步 法 ， 它 给 出 在 有 限 区 间 内 确定 解 x 站 的 
可 能 性 。 

显然 ， 上 述 的 分 步 法 亦 可 推广 至 具 有 连续 变化 的 名 量 r( 的 
ARIRE, Piir CO DUE OE) 0290, 


$2 EE*OSEERELERA 


TE3X— 6B, RP ep ER EDU HR NAA E 
的 概念 。 由 于 这 些 方程 的 右 端 是 定义 在 函数 空间 中 前 泛 项 ， 故 人 
们 称 之 为 泛 函 微分 方程 (Functional Differential Equation, fj 
写 为 FDE)。 

1 清 启 型 证 函 徽 分 方程 的 概念 

关于 省 后 型 活 醒 微分 方程 (及 etarted Functional Differential 
Equation， 简 写 为 REDE) 。 我 们 分 为 三 天 类 来 研究 。 第 一 类 是 
dtd iR RIDE, PAEDAH REDE, PIXELS 


. 12” 


AEN RIRFDE, 

有 界 洪 量 的 RFDFE 的 例子 如 

Bl] $0) fO, nOD eE r DEE ru (9 
其 中 0 二 rm 二 ri= 12。 这些 滞 量 都 是 有 界 的 。 

2 cos orpsvzto))ds 020. 
车 令 s = ~t#， 册 方程 可 写成 

& = | gest -uat -u du, 
B suar, 可 见 上 方程 中 的 港 最 是 有 界 的 。 

无 界 洁 量 的 REDE 的 例子 是 

` E ， ERI — 
83 20D S 人 zt) cm. 


JR NER (D = SEM 0 时 是 无 界 的 。 


Bia 800 = | a,se ds G0). 
车 令 了 = 一 zt， 则 方程 可 写成 
£D - sot use du. 
KEEA, Bijou, uBüfmu X gie, dk zx 是 无 界 的 。 

JE S BE NB BS PAL Ol 

Bj5 i0» -f(t,mOD.mE— 4) 7 1:0. 

«M cok, (E= E3 )- e 20, HIA ERIS, 向 启 的 证 
WIRE- oo, ARELA EISE, BEELA RRES E 
S979 AFF: 

6 TOEN git s ts) )ds, 

XEFE, PESAR., Eia B SENE RE fa co, 

FERTA T —ERREDERJSE V A67F 4r, 

1" 有 界 洲 量 的 RFDE 的 概念 

Ca bi ROAR EEECIBI La 67 ERR ARF 8 Se per 9T £8. 

* 13 « 


JR PISEACS — EE SEIRIMMI Banach 空 间 。 对 给 E B6 rl0. 我 们 
将 空间 CEL 一 r,0]，R") 简 记 为 C， 对 任 一 上 EC， 其 范 数 定 义 为 
1 有 = sun 18(9)|， 其 中 |'| 是 R" 中 的 落 数 。 

MEt ER, Az0, eCC(Qfo-r, fo + AJR, WW] X f£— 
ETF, fat ATL TIDESSOBgnOD- c0 x09),0HGRC-7 7,01 T. 
的 一 切 值 。 因 此 ，m EC。 T 

设 DSRx C，/，D-~Rro 为 给 定 的 函数 ， 列 关系 式 


EO) = 天 2 (1} 
MOL FUCITROE BEROER RUE RUNG ZU ERR CO MERE CX 
1 的 右 导数 。 


如 果 存 在 t ER, AT 0, DUE C CEt — t, f. e AD), R, G, 
$)€D, FRANEK, +A LWES) BER ELE 
z+ 是 方程 (1) 的 一 个 解 。 

对 于 给 定 的 (top)E 了 , 我 们 说 rttu,9) 是 满足 方程 (1》 AH 
WRR, OHE, EREEA> 0, Wiel p) 是 方程 (1) 
在 [fo -r to 十 和) 上 的 解 ， Hx) = 和 我 们 亦 可 说 cO. 
PETEA. OHM. 

方程 (1) 是 一 种 相当 广泛 的 方程 ， 它 包含 了 常 微 分 方程 组 
£f x. Exe rn 0 时 ,2 空间 成 为 R" 空间 ，z; 成 为 
r), TO, ORRERI, OT e 

Ji TÉ OL) dif T HEHA RRi MAE 7E Em 

èt) = PO elih mor), nam FaF), (22 
其 中 FARMERS ERA, Ox xr, i21.2.2, mq AAR 


XP BOO.) 
fad) = FO,600, GÓC ru OD), y 6€ nm ru D) 
d RECOR) RU XGA XOELRSTEEE(DO T, 
方程 (1) 还 包含 微分 积分 方程 如 
s(t) = | EO, + 0))d9, (3) 


* 了 学 " 


因为 当 (1) 中 的 /具体 表达 为 1(1.9) = | sodon, NE 


COBUE AZ TRCOT, 

AERA, APEB JI TERGODO = FOL RO EET AERE 
D=O, ODERA, HEC Ke S EL ERC 
室 间 ， 而 后 者 的 7 定义 在 Rx R" 空 间 。 因 此 ， 常 微分 方程 中 的 许多 
FERT SEKA HE E., a, RIGAR) E 
"EPIAEUGSPSEBg. ETERA RESEDA S RER, pin A 
T8] "PIECE P PRLAS S ERESI, Ee 空间 中 却 不 是 这 样 ,因此 ， 
常 微分 方程 中 的 许多 性 质 在 泛 函 微分 方程 中 是 没有 的 。 迄 今 为 止 ， 
泛 荐 微分 方程 的 理论 是 不 够 完备 的 。 

3” 无 界河 量 的 RFDE 的 概念 

AERAR, TERRI 0 多么 大 ， 当 :足够 大 时 便 能 使 河 后 


BRAS Wel RMK =r, £1 上 取信。 这 家 


Er sato, —rz0s 0 的 定义 下 ， 方 程 (4) 的 右 端 函数 
不 能 表 为 1(t，%4) 的 形式 。 为 了 解决 这 个 予 盾 ， 文 [32] 提出 改变 
2 定 尽 前方 法， 使 得 许多 无 殉 滞 量 的 微分 方程 或 微分 积分 方程 统 
一 为 泛 洲 撤 分 方程 的 形式 。 

定义 1 BrO, DEES, coo) x[ 一 r,0] 上 的 实 信 连续 丽 
Ex, Spo, roo ARA BnJRD(G, ORA FEM: 
G)  pCF,O) XE BSDERJ (058 P5 Ug 8] pego s 
D pO,0)-f, t C[0,00; 
diiy p(f,0 -—p(f,—r) X0, fC[o, oo), À 为 某 个 党 
35 : 
Gv) ptt, 一 门 是 1 的 非 减 首 数 ， 
RDG, OHARRA o 

MEt Elro), A 0,2l, =r), Fe +A], RS, 
Wixtf£-— €t, ti A27, RAE SCEOR 

£,(0) = x(pC,9)0, ORBE —7,01 ER a 


® f5 >» 


说 2Ss [oo co) xC， 9- TI XiiEBQIEB), WRAT 
iQ) xf.) (4 
OPI HE UAR, Jede DOR CORE o SHE, 
如 果 存 在 felis.) M A0, W rE 70, 
QG,tA)YRTO, (E, ER, 3EHExCOXEIEC RICE £4 8 A0. 上 满足 方 
EO), MERES c 是 方程 (4) 的 一 个 解 。 
XP. EL, RNR MEW m: ODER 
JUS ZR PE DKE, JEETEXEATO, f aip 证 方程 
CDEP o, =r), fa tA) EWR, BEC 79. 
P— Bi E AmaE 4 3EBGRFDE, FART EUH, 
许 委 有 界 滞 量 和 无 界 玫 量 的 RFDE 都 可 化 为 P- 滞 后 型 泛 函 微分 方 
程 。 
pi ca EÉBRFDE, 
CH) = fii, m. (5) 
其 中 ff rR" Q—RxC, TO = riti), Üc[-r, 0., r0 
为 常数 。 
对 任意 前 gcER， 念 pif,0) 2140, 0£[-r,01, PE 5c? 
2r(ip(f,0)2sz(ir80)-m(00, $t ondes O RER, 
H2 ZARIA 
HEFa), ar, ny POD) n 
. (6) 
其 中 o f, R'xRcexEecBREs ra RRE S, i= l2, 


enm, PENDE ER ET, OSAS, 为 某 一 
Wd Xt-r DATERE, lim) = co, 
设 0 inf(f, t—ruCE02:0),. BP, OA 


p(t,0)e t+, Eloo), GEL~r,01, r9. 


KCPE, ry EIRE Arat] 293, HTN Eo) 及 


* J 


PEC, MERA F =P, Wo, éC-rr Gen QOO» 7, 

QC rr, EE 9 一 rr 方程 (6) 僵 可 化 为 方程 (1 的 形式 。 
例 3 对 微分 积分 方程 

& 0 = [gat sinconds, fs CYy—ÓK. (7) 

方程 中 时 间 的 事后 是 连续 分 布 在 区 间 -e, 纪 之 上 的 。 现 取 P(i,9) 

=t, tele), OEL-r,0], r0, 350) - rESJORE, 


b(1t,8) MEER, SI BC MEARE A. 
3^ JG X AEWRUDEfRI SE S 
Yt BA HC — oo, 0188 A R83 pc p 2H R B S — Rp p 2 E RI 
Fi ER, rm, (=, f, t Aj—R', Ag AE—IÓESE, WHA 
ACID... A], EXA 
LM srta, ORGE- co, 0 1EB EHE. 
WOCRxXB, f, 吕 一 R" 为 给 定 的 阔 数 ， 则 关系 式 
E= fO Vn) (8) 
Thu 26 SERE WS (0 17 E800) 77 o DRRDRR SR, 
关于 方程 (8) 的 初 值 问题 的 提 法 是 ,如 果 对 于 给 定 的 (to ,9) € 
Q, FEAS 0 KAA o, t t A)R, (i,r EQ, 使 得 z(t) 
YELf..4. 40 上 上 满足 方程 (8) Hane. WA > 是 满足 初始 条 件 
(C. HRE, EXC p)o 


Bà 微分 积分 方程 SD S | 9(t,sz(s))ds， 是 一 种 RA 


延 澡 的 方程 ， 它 显然 是 方程 (8) 的 一 个 特例 。 
2 中立 型 活 函 微分 方程 的 概念 
LEESLE P4 RE p ES: 
T(E) f. ua or rt er E) D, 
dr OG ECL T ra G2 (9) 
其 中 户 RxR" xe x R'-R", 0er er, m1,2,.720, 以 及 中 
立 示 的 微分 积分 方程 
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&)-]. 0.200, Edo. (10) 


Ehron, g, Rx Rx R'—-R*, 
这 两 个 方程 有 一 个 共同 之 处 ， 即 方程 的 右边 函数 都 含有 函数 
r 的 导数 #， 且 2 是 在 区 间 [ 一 +,1Ij 上 取 值 的 。 
优 蛙 襄 后 型 泛 函 微分 方程 的 观点 ， 方 程 (9》 和 (10) 可 自然 地 
抽象 为 证 孙 微 分 方程 的 形式 如 下 ， 
£D) fm 15 


其 中 f， Rx Cx CR, 4€ C ili (0 - oos e BIER 


SETTERA ER ODDO "Bar THEE BRL A (Neutal Functional Dif- 


ferential Equation, f NFDE), zu UA PLE IL EE 
BJNFDE, I 


A a ne 


关于 方程 (11) 的 初 值 问题 的 提 法 是 困难 的 ， 这 一 点 在 中 立 型 
微分 差分 方程 竟 初 值 问题 上 我 们 名 经 看 到 《〈 见 $1 中 的 8 的 ( 召 ))。 
其 基本 原因 是 方程 (11) 的 右 端 显 含 d. Zi. AER 它 的 研究 
要 比 RFDE 困 难得 和 多。1970 年 ，M .AA,Cruz 和 K.,J,Halst:+: 旬 出 一 
种 特殊 的 中 立 型 泛 函 微分 方程 ， 这 类 方程 是 以 如 下 的 中 立 型 投 分 


差分 方程 
d 
di 


razx(f) t 6xz(t -r) 1- fit, ety, wet -r)) 


. (12) 

为 基础 的 。 这 个 方程 有 两 个 特点 ， 一 是 比较 广泛 ， 它 包含 了 灌 后 
理 微 分 差分 方程 ( 即 5 = 0 的 情形 );，、 二 是 方程 中 不 要 求 #(1) 可 微 ， 
RER 02(f)+ bx(t-r) 可 微 即 可 ， 从 而 方程 中 不 含 灌 后 项 的 导 
Mtd 一 rf)。 因 此 ， 初 值 误 题 的 提 法 要 简单 得 多 ， 首 先 对 初 ARP 
数 只 要 求 连 续 ， 不 要 求 可 徽 ， 其 次 对 解 z( 她 的 要 求 也 低 些 ， 具 
XéPax(t)tbz(—r) 可 徽 并 上 且 满 足 (12) 即 可 ， 不 要 求 z( 扎 连 急 可 
" 

RODAR, DARET, GIR O20 是 方程 
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组 ， 则 2 和 8 均 为 第 阵 ， 此 时 要 求 det a 寺中 否则 方程 变 成 
be nr) m fU ues mn). 
du ir, 上 式 化 为 


bicu) = FUT etr), SOD), 
RAT IBSBESEIS PEDE. CTS IX ARM, BT 
以 a 不 能 为 学。 
现 将 (12) 一 般 化 ， 拥 象 为 泛 前 的 形式 ， 
Det) m FO un). 


其 中 DD 和 /部 是 将 集 合 QCRXC BRA RRA EZ. 783 BRE 
Da, PASA DARA DAT RARER, Ria 
BLA “DE 0 处 是 原子 的 "的 概念 。 

定义 1 HOSRxC AFE, DO,0)3Q0—R* 的 连续 泛 函 ， 
且 对 $8 是 线 注 的 。 由 Riesz 定理 外 存在 一 个 4&x8# 的 有 界 变 盖 和 矩阵 函 
Bnc, G, 58 


DO 的 = Edna, 3605, (1,9) ED, 


对 于 16 ERo = {it (tf, 由) EE} 及 0,C[ —7,0] AW delni, 97) 
nlo 0:140, WERZUMEI EDGE PO. WERTH. ADE 
if— T: EKSER T’, 处 是 原子 的 ， My WiPRDiEAEK - 3-0, 60, 处 是 原 于 
的 。( 注 ， 当 的 = 0 时 ， 取 中 =0, 40, = 一 ?时 ， 取 一 ?= r)a 

SEX2 BOGSRx CHF, DE, aR" H, 
dE, LEDO, ODIO HAER Fréche S SED, (1,05, 
MDG, ECR, FCR"), GXHE ZO ,ROXUoRIH CR" 的 
具有 算 子 拓扑 的 线性 连续 泛 画 所 组 成 的 Banach 空间 )， 由 Ricsz 
定理 外 存在 一 个 ax? 的 有 界 变 差 矩 阵 函 数 P(t,g,8)，(f, 四 ) € 9, 
6ct-r,0j, i588 


D,G 062 [^ CLAG, e 360)», VEC, 
SPP. 9,0 00, CE—-7,0], dip&det[ uC£, bs, 日) 一 其 (了 3 
. 319 œ 


9,080150 JUBAEARTEIE RD CH AVAT HERE ECT RS, m 
RDE A, CHeO T8, AEEBUDTH  RÜSEDAEH EE 0, AE 
BETI, n 

RREN? CRTE Bd DG, xpo QE, A 
D,G,0)$ 2 DG aD, WDE Gi, 0, 于 0, 处 为 原子 其 实 就 是 
DCt o Et FOARE. 

Bjl WD 4)-a(900-b(006(0-r dk RR" rites 
iH Hanni RE AERA 


a(f) , 38-2 0 时 ， 
wo > 34 -r00 HF, 
-b(D, M6- --r 时 ， 
n 
ni Du ds | tdontt0)36(5, (1,6)€0, 


于 是 det[mit,,0 0 —m(£,,0)]T-det[aQt,5o ], deitmtt;,—r*o-— 
m.,—n1-det[5bCt,»1, "TD D Ye t, 于 0 处 是 原子 的 相当 于 
det[a(f,)j-90, DÆ For Abe BET ege p detL6(2,)]-50, 
更 考察 微分 差分 方程 
LL pactystt) eb n3 F,r). 
(13) 
由 方程 (12) 的 讨论 中 我 们 可 以 看 到 ， 要 保证 方程 (13) 为 中 立 型 就 
必须 在 革 一 区 间 上 detLa(?)] 头 0。 如 令 
D(t, a =a EACE) + b(t)x(t -r). 
那 末 桔 求 4( 有 在 某 一 区 间 上 为 非 奇异 些 阵 ， 相 当 于 邓 求 口 在 此 区 
间 上 于 0 处 是 大 于 的 。 
上 人 情 是 钱 竹 的 和 情形， 下 面 我 们 讨论 一 个 非 煞 性 的 例子 。 
$i2 Babe DERE 
Bat yr YE + bCtox(i rédi —r) c áttoa? (D) 
edes a on e fasc ad n), G4 
正如 对 方程 (12) 的 讨论 一 样 ， 要 方程 〈14) ApH, G5 
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EDERA Dm Due 0, EIIE Coder at. idi E 
$717 i I Pap i 
562127 ELCLAD B ZE VIL pe ES p JE o t, Di,z)Bl, £o 的 系数 
PARED mo LWA AR Ea 


d 
T x) 二 iple Dx Q) e Lbrbyrt a-n] 
由 复合 函数 求 导 公式 知 
nd, z)-D,G, m) +D, x05 
RED. G, 3) 是 口 (2 对 第 二 个 变 元 的 Frfsgchet 导 数 ， 它 由 下 
式 来 计算 ， 
Dil, d-yjo—-D't, d) -acopéco HO) 


+III”) + 人 PCr 


~ali (0) - bé Cen 


22a(£)bc0oy(0) 
456066 - rnc ryta tP 0 


+ 3b(t) cn, 


ÁÀ Deli, $)9$-2a(2)600wv(0 + EOP rr), 
Bp D,(t, z0d = 28a (HSR) OEG erter), 
现 取 


za P, (8-0, 
TROE 0, M pb, 
-b(t)ó(-r), M8- —r, 


TA D., oyf Edel, $, O39), 
故 D (ft，) 在 区 闻 I 上 于 0 处 为 原子 志 >Ds(t，9) 在 I 上 于 0 处 为 原 
Pele, 4, 0) BC, b, 0) i 在 I 上 不 为 SE&—2a()600 
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+0 GcD-»2a()2(0) 0, 3X EJ BODNIBSERIBIECR— 
X. 
从 上 述 西 个 例子 可 以 看 到 ， 不 论 了 PD(P (x63 REE 是 dE 


AH, DO. ORAT RRES DC, xpe) PR 


RETA 5e ETRE. 

1970 年 Craz 与 Hale 就 是 根据 这 种 思想 引入 一 种 特殊 的 但 又 有 
一 定 广泛 福 的 中 立 型 汉 函 微分 方程 ''4 5 ， 其 定义 是 ， 

UORRxCHmBBJHE, DTI Q2 R'IESETT HJ, D, 
PRATAR, TI ESEK BOTOARARER TRU, XX dE KCRo-(i 
G, HEOL NDXÓU3ESRPERL, "XESSHCCO RTOApRERT 
的 ， 则 关系 式 

Dh, z) =f, x) (15) 


称 为 口算 子 型 的 中 立 型 泛 画 微分 方程 。 DD 称 为 方程 (15) 的 微分 算 
T. 
”方程 (13) 当 det[a(f] 天 0 就 是 这 种 类 型 的 一 个 例子 。 
方程 (15) 的 初 值 问题 的 提 法 是 ， 对 于 给 定 的 初始 条 性 CS, 
HEL, HERAA HIERO, eC CiU Ear, fata), R”), 
G0, WERO, m. POHER, xS. 9) 5 9. xv, POE 
[fo f.-0) E LLOERROLSO, REHAR (2... 0 称 为 方程 
(15) 满 足 初 始 条 人 忻 (1,，?) 的 解 ， 或 者 称 为 过 (fo，FP) 的 解 。 
WED, )-D,G, HI, JE, -LO,90 + EGO), 
其 中 DC OELG, d()XMMESCEB. EYT 


DPA, 2) 890)12 LG, zo +R) a8) 


iuro ARRE SUY IRE. 28900 0, R(t) 二 0 时 为 齐 次 


的 ， 当 9 站) 半 0 或 ht 三才 0 时 则 为 非 齐 次 的 。 
方程 (15) 虽 然 是 一 类 特殊 的 中 立 型 汉 融 微分 方程 ， 但 亦 有 一 
定 的 广泛 性 ， 起 码 它 包含 灌 后 型 的 证 函 微 分 方程 。 事 实 上 ， 方 程 
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G5) B ABIENODCI, =De 29€0), Bü] 
4 n, $,) = &(0), 


从而 方程 (15) 化 为 滞后 型 方程 (1) 
Dii Ur—0,440BÓAn x EROR HE detA n0, AD) 
zÀA$Q0-Bé(-r)fjggü--B", BA, Wy 
-É LARG) ~ Bea(t ~r) I= f, X a7?) 
为 中 立 型 泛 函 微分 方程 。 
Biz ocn J 和 DOB) =p oL er o 十 
irn A-RA MAE 


Lja zt Cor 20) +e] fE, 2) 


a8) 
为 中 立 型 活 冰 微分 方程 。 

我 们 看 到 ， 在 方程 (15) 的 定义 中 ， 只 要 求 算 子 DItzD 对 # 可 
B, TERTII mE, BDG, 向 对 # 4 有 连续 
RFA, WD PRODI BUS l 

D,G, aps f, x)-D(, x), (19) 
因此 ， 方 程 (15) 如 果 有 光滑 解 ， 它 必须 满足 (19) madari E 
数 只 能 是 一 次 的 。 例 如 方程 (18) 写 成 (19) 的 形式 便 是 

(tyt 30) -r) 220b) Rt - rU) 

r242(t—-r)iQ r) z-f(, x). (20) 

WRH Hp Re redr BEIC ninm 
2G -ni -r BIET ZEREOS) 就 不 可 能 回 到 (15) 的 形式 了 ， 
因此 从 这 里 可 议 奢 出 ， 淹 方程 (15) 那 类 中 立 型 方程 是 有 一 定局 限 
性 的 。 

3359: AEHRHURFDEdHXIRE, 414125927 SEWEHINFDE ,以 后 将 
予以 介绍 ， 但 无 界 吾 量 的 NEFDE 尚 未 建立 有 尖 的 理论 。 
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第 二 章 


有 界 滞 量 RFDEE 解 的 
基本 理论 


在 这 一 富里 ， 我 们 将 介绍 具有 有 界 沾 量 的 RFDE 的 解 的 基本 
理论 ， 如 存在 性 、 唯 一 性 、 连 续 依 赖 性 、 延 展 性 以 及 对 初 值 的 可 
微 性 等 。 汐 此 ， 我 们 首先 介绍 两 个 预备 定理 如 下 。 

预备 定理 1 HrECt =r, (9A), RO, Nj x, YE DX JR] 
Lf; f; AJ EET EE EIE 

证 EFEC r, fo+ 和 4] 上 为 一 致 连续 ， 故 对 任意 给 定 
的 E>0， 总 存在 4 > 0， 使 得 [f -mr，j 加 +4] 上 的 任意 两 点 上 和 
fas H[f- t <An, [CE D) 一 X(t) | «e MAHE tE, 
fat AJ, UMJAT[ 08) (8 43 

Jett tO- artO AD) x8 x*p— B8ecrr-r, 01i. 
BE, Bic, BE X (i imi m uf 之 2( 这 里 当 t = PIBFEERAFT 0, 
H i= fa ABDIERAT-O, OTELE, faot AJHT, 2ER E 
Xx. EE. 

MEER HER, pE CHAE, FO, OHRLCRA 
RHES We FREDE py at fa 

i(iy-ft, E, Ti, — p, tto, 
的 解 的 充 要 条 件 是 zx 满足 下 列 的 积分 方程 


poem «E fO, mds, fmi, 

Xa FTP: 
证 AE G, ORG, Dig, eiti, KO, m0 
. 24 . 


f reaR I o 


Rosse, ATBA| A, aod f BERG, Et 
微分 方程 的 情形 类 似 便 可 得 证 ， 


$1 解 的 存在 性 、 叭 一 性 各 连续 依赖 性 


EI S EOBEES 
DSG, m), 3 
其 中 f: Rx CR" 为 连续 . 
对 于 {fy，P)ERxC， EXPEC r, c2), Ri TF: 
Pn =p, GU E1)—-oQQD, ESO 
设 z 为 方程 (1) 过 初 值 (fu s p) RV E 
Tlia t 290r) Try), fm, 
Jj Ph qoid EEA REA 7; E 


ub sd fus ts, Qu, at yods, tD, 


(2) 
yy —0, 
反之 ， 若 8 为 方程 (2) 的 解 ， 刚 z 恒 是 方程 (1 过 (re，9) 的 解 ， 
因此 ， 求 方程 1) 的 解 等 价 于 找到 函数 yECCIC-r，o]，R)， 使 
Bu 满足 方程 (2). 
如 果 V 三 Rx C， 我 们 用 CITY，R") 表 示 所 有 连续 m A: V> 
R" 所 组 成 的 集合 ， 又 用 C? (VY, RIO RRMA EVEA ARS AES 
函数 所 组 成 的 集合 。C' VY ,RR 是 一 个 Banach 空 间 , 其 范 数 定义 为 
lie sup ifc, ef. (3) 


对 任意 的 正 数 ge IB, & C.-(é6€C:ló]«g), AQ, D = 
(y€C(p-r, e, RO:yo 70, YECs, IELO ajj. 

引 理 ! GDRAQCRXC, ERWCO, EEC, R), 
WüipikWM)—^- 46V cO, Muf EC, Ro. E A 
aguec. Ry $M»0, dii 0, cV, SEUR, 
1f(t， 中 | 之 M。 此 外 ， 还 存在 正 数 r 和 BB， 使 得 对 任何 C", p°) 
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EW, 3fCpo,e Ry C AG BW ROT t, S5 aeg EV, 
证 KAWABA CR E Gk, s f*dk WORG WS, Hr 
sup ij?*(5, 0| -B, pp/"fEDRPE, Jarfednakgra P.e, 


€t.o lw 
ip con gl VECHEC! q'OCWIp, € [£O f, 
€? ry) «Bec, 

S Vajit es, pttp’, $)€W, sCpo, d], 
$c CYRU-(fF: fO, Bf, plee, G, 40 €V3. FE 
HR, dOCV. EV， 有 

dO, IO. 6) - F0, 0| e MP €6, | 
«B 2e, 
BECM-Be2e, WEN T S[FE'P 8955 —1- iE DT, 

CR EHI SIBYSSCIL]AHEN dbo-cs-—PB. XhHRodERm eu 
RIPI, 2 9] «B - BX--UKT*, p EWC, ej 成 立 。 
JUBPIS HORSE. WDDEWOANIEÉSG Tysa, p) 
Bb, lt.oe5-e'ucB, HmBSPVBSA EX GS, 
Pla FU CV. 证 华 。 

SER  HJDAROCRXC, KGEWCOSO, figJ'CCONR», 
ARESRUTIVV Et cen g389 Jg 8| BEL ERNST, WxUx A,B) 
-C([—r, &], R'GESX UE T: 

T(G, o, f, y) 0, MEZE-r, 0]Bf, 


Titos T. f£, yl) - | Prs tyds, ui ELO IRT 


4 


WTAE HRAERRK —C([-r7, €], Ro, dfü 
T, WxUxA(cs, B)-K, 
XdUpiRMaes« 8, Wl 
T, WxUxAU, B) AÀUr, B), 
证 YER, TELD el, W41 
ITO, Pa f, YED E En, 9, f, yo] 


I t 
< |f fOí8$ Quar yds| «M|t- vl, 
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ITa, e, f, G) «Ma, 

B K= {g€ C(q-rn e] Ro:igt(t)ogG | sM|f- zl, 
lgC£)|x Me, t, TETO, a), g.-0). 

WJK-5 ERR, mRRQT. WxUx Aæ, B)-K. dg So Mes, Ul 
KZA, B), 

H PARETA, WO...) CWxUx Aq B) 
Hue »oo WC, e, Fh uf) m CU, gh, f^, qy')eW x U 
xA, BD), AFEA R, TOS, g", f, ou GCK, Mey vi 
{TO ph, f, pyPik=l, 2, LI I OUPM, R5 UE 用 本 
HENGER WM, GEBOREN OSA, MA CK. 

HR reg on fes, pits ty DERA AE, XC 
SCLO, vd], h—colij, 

f'ct*es, piraty rf GU es, Prasy!) 


由 Lebesgue 控 制 收 仑 定理 得 


AG) =lim| fies, Beers th)ds 


-fers phi 
STO? p”, f'y 
IEA CCO, eR. METERAN, UTCU, e*.f*, YOYA 
££ f] ie SCT- AES EE IR JI CT PEOR RU. Bop fg - a PESE 
ERATA. BOO, ot, f^, OERS, MOTA XEÉE, 
在 证 明 泛 函 微 分 方程 解 的 存在 定理 时 ， 需 要 利用 Sehauder 不 
动 点 定理 ， 鸭 此， 首先 需要 引入 算 子 的 全 连续 性 的 概念 ， 攻 XX 是 
一 个 Banach 空 间 ，UEX， 算 子 T，U->X。 如 果 T 为 连续 ， 且 对 0 
中 的 任何 有 界 子 集 8，7B 的 闭 包 都 是 紧 的 ， 则 称 T 是 全 连续 的 。 
引 理 3 《Schauder 不 动 点 定理 )， 如 果 U 是 Banach 空 间 X 中 的 
BD Nu, T. D0 一 D 汶 全 连续 ， 则 TT 在 UU 上 至 少 有 一 个 不 动 点 。 
”定理 1 (存在 性 》 设 2 为 Rx C 中 的 一 个 PR. f ECH, 
R', dX. MPE, b JIESPA I VE S=) 
E27 9. 


BAG, eof. Sr: o-de18, WWS P-A 4€ T. 
J E C(O,R5 Wn zezcWR — 4 8URV c0. fA € C(V,RS, 
又 存在 [5 BARM UIÉCOQV, nt) gh emi, ERREPA 
(0,0) C W3nERIIS/ CU, Pit SSE, sogqgio-r, ove] 
上 都 存在 过 (5， 多 的 解 。 

WE AMRA Ci, WAUA di W= {Ca 0)j, DN 
WAT. KITTS 


t 
TO. p, f°, iib sí f" s. Quas iss, 
(al 


Peu, e], 
Té, p, J’, YKE, TELF, 0]. 

Ector P OAR us. MEH GIBEI ITTA b, die. Bin 
ABEPERAQ BPA TIF 

JadEUQT EA, O REAS Aian A D 
Aw, B)4k— DAA E, GGDT EAE To AG), A, 8) 
BERA EE AAR NOR WERTE, WAEREA, CC 
A, BOE IB, b0, aeb-1, ik RO (E+ bë) = 
a£, bË, m0. "COSE bn ma E] +b jé, xaBrbB-B, 这 
WA aZ 56 CAC, B), BE AC, B0 AR IGD, Hype 
HTAC, BE, EAE. WTA, Bonjpey Xe. ATT 
为 全 连续 。 

根据 Schauder 不 动 点 定理 ,IT 在 Cte， 上 必 存 在 不 动 点 5"， 
于 是 有 


yo) =Í [GV es, Gua ryDds, 1€[0, a2, 
Q 


yE = 0, fCc[-r, OL 
BJ SCOmIJAECOBIARMFEYE, m 7; FD O, x0 在 
[i,—r, atel EFEC o, vo Br fi^, BPZ) = 多 (人 + 
y*(f-i,), 
对 于 第 二 个 论断 ， 取 算 子 T， WxUx Ale, B) CO -r, 
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2], RX 
Tosh f y e [fos s, Jart gods, feo ad, 


T(o, $, f,yD(t)-20, t€D-r, 01. 
AFAT, nihe. Biücuolj, T:W XU A, B)— 
A, B), BIERKE, DEW, fCUM, HFT, p, f) 
WAC, B) EAA, B), XAJM Od, MDA, DEK, 
KARR, WT, 6, DA, BoRSBIQUASE,. ATOE, t, D 
ELERA, HSchauderRa HERMT, 6, f)frAG, B) 
ERETI An TEA 


yt) =f foa s, ast vods, (CIO, €), 


U(t)20, tC[—r, 0i. 
BADEU HAE 3pESGOO-fO, 1) Æ o-r, 
ecc-eltizdkib(o, bi, WHE, 

定理 2 CERME RESER CaA, (0*,07)€89, 
Í'cC(Q, R', zie) S G, 2) 在 [co"-r b1 bad 
(ot, Q'ONWE- BE, W? = {f stt Ee’, bjj, VAW’ H 
一 个 邻 域 并 使 在 它 上 而 为 有 界 ， 恕 果 序 列 {0 全 、{$， (09:3 
k>a", ph, qf - fte m0, WA 

(i) 存在 正 整数 5 及 正 数 5 <b, Ek Jr 

dp-f' ton) (45 
x^, PORIA =r, b JERE. 

GD NjR—oWj, str Ele" -r bJ ERUR, REUS 
ii JÉdEOEdROI 0, AWER (e), 使 得 RIA (OMM, GE 
[eo? 一 r+e， b,] EXE TEE ELTESEIX [0] E-A Ta, 

HE EG} BDTa?(DuE[o?-r, DLE, MD —333xE 
HAJ. Mm ORIGO + Dite ot, bip r«8s«0 EA 
BE HeYESEH— SURE. ge, Artele", b] 是 紧 的 ， 从 
WWE Zp, UPEER EE RU. 4p W AW'OG(Q, $08 
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kek}, GERERWOASGRÉE. 

HIR, AndXp4E Mc 0XEWBgSEXV CV, Side. Bud 
PER ERRI HM ERRUHASOMAEICIO,), yC A, BRT, 
d 

(gef, Bes + ye) EV 
及 |f*Co* e t, Git, Fui «M, 

Hr mu, AYRA AEDA [o5—-r, otte] EAEI 
(o*, PORA, Epek nfk TRAJ TRE’ 04b, 9 
取 5 Elot, ota), MAIER iA, 使 得 当 kE 时 ， 
g*ramb, MEMRB AIEG), PRAE r, Bi] 
上 存在 。 

Tüutdi), Esp 25my A At EAT EEK, Meu h 
FERATA Hs h Mio coka Eir, e1E— 390 gio tC MS 
— tst, Wyt sTo, QU, f" yu) 且 了 为 连续 算 OI 
382), dki-coBbW2u'-TG?, $^, f', y, WW, y € T fx 
AG, B)EBI—A4CRELG. 5B—3H d.d pr EARED SG, 
2 在 Lo" 一?，9?+8jJ 上 过 (0? ,8 oS PE — HE. SEU ETEA, B) 
上 的 唯一 不 动 点 ， 所 以 yy =y, AFP RE ATTIRE 
qd, HEXA AE". Muü—u? Quh—co 时 》 在 [上 ~?， 人 外 
ERBE RRHH ĀE Biako, 

[x*(o* 4 £) — d*(a* JE cot $2 ~ (0? 15] 
(5) 


-ratae k RER. 

IER cece, DEEE), ME Hoch RISACO) 时 ， 
a'(g*rfj-rrtt«izabExEX. HNFBASAEE-nBex: 
xe pj aLa 

iS (o5 + £9 — d^(o^ x £ - x*(o? i)e ó?(o?-- 1£)] 
E br 
<, CIO) 
]|z*(o*- £3- d*(o* a t) -x*(o? t) do 10] «X 


. 3) 5 


zx Gic Eo B CAE (^ ET n, ERTEK, MATAK 


等 度 连 续 性 )。 
Bor + 0-S'toet« Di LE, 
BamiiRIR(QR X——utcp-re-e eh 有 
[zo ? 4 £) - v (a? Eh] 
«[z*€o*- t) Borrt)— x*(o? E) ó* (o? +t)| 
+ [stiot -f)—- jQo? p 1) - zh Qo E) Gatt E| 
E 


£P ted te DE em Ese, 


这 说 明了 zt 在 Lo?~r+£，8,J 上 一 致 地 收 襄 到 x "， 证 毕 。 
定理 3 (唯一 性 》 BUEQCRx CHIFRE, DA: Q— R'J E 
gk, Xf CO) TEQIE RE — T CT TR C XpOd JE ETE EC Lipschitz) 
ARE, WRG, MER, WA EECDOXiC., OBERE P 
证 r, UAÉEZPERCOO GEO. MÆLT, f£, + 8] 上 的 解 ， 
并 且 在 Lio，to+2] 上 T(t1) 邓 y(t)， 则 有 
zy =| EF, zo fe, vds, 
FECI PET 
Vuc-Wu-9-9320. 
Gnd eR AO, v), C, yo (Gott, ca) 的 某 个 紧 
子 集 记 对 应 于 f (1， 少 ) 的 李 普 希 兹 常数 为 K， 
首先 考虑 Ka<<1 的 情形 ， 则 当 1E [to，to + 8J 有 时 ， 有 


o-u isf |f(s, zo — fts, Yojds 
«x| I-WLdsseKe sup lz- y] 
tr LELE E-E RTE] 


< sup asy 


Ponka i 


由 于 上 面 不 等 式 对 一 切 CIS, tat CIR, wA 
9 $7 e 


,sap [ay sup — 2, - #l, (6) 
TGuBE TDI -r fM. jx(f)—30 12:0, MEHR 
sup [|z,-—:1,;- sup |r(s)~ yo] 
Eeztfxdauac E E E 
RAOR EREF E, Wo Evry. 

如 果 Kg 庆 1， 可 选取 8? 0-e.-—e, Ke, <l, BELHÉ TE 
E, HENI =y E), ta rai + ， HÉEDf,M- 07g gd, OE 
AP EBQUEBI, MiRe yE, f.—refiz«f.-20,. P5 Rb CH 
KRIEAUByJEZE, EE Sya, horaire, WE 
LN 


BD WEHE = —3x(1-). 由 于 它 满足 定理 2， 故 对 


每 一 个 初 值 Ci e)€RxC, EpütnttE—fg, 

值得 注意 的 是 ， 这 个 方程 的 某 些 f. DU m m0 =sint 和 
zs (i) =cost， 虽 然 它们 相交 无 穷 多 次 ， 但 并 不 破 环 难 一 性 , 这 一 
点 与 常 微分 方程 是 不 同 的 ， 在 常 微分 方程 中 ， 如 果 两 个 解 z1: 0D 
Fr, HHZ, Bug r =r), 4B oM tii +d i, 
a HAr C), WRREIE— MERER, Bl o9 32 (1308 0 1,710610) 
JE 18 6A ERE, Eii, fioe @) 中 便 存 在 两 个 不 周 的 解 ETE PRI 
dk 2r J EB ADR EE, AG iC ODRBEIEDUBI B. PWE 


例 1 中 ， 它 的 初 值 是 区 间 | +。- —. t| Er BR D, 所 以 


a (E) c Sint Ez, (1) =cost 昌 然 相交 ,但 这 些 交点 不 能 作为 初始 条 
件 ， 基 至 两 个 解 在 区 问 [t ITAMA REG: S107, 


也 不 算 破 坏 唯一 解 。 
为 了 帮助 丐 者 对 解 的 唯一 性 概念 的 理解 ， 我 们 再 考察 两 个 例 
T. 
例 2 考察 纯 量 方程 
£()zbüpx(i-1) (7) 
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un Hio 
其 中 ben leosart ~1, HLE 
0, Ml M. 
AREH A = 0, HEERE SK (CIs KAM, 
于 是 在 [90，1] 上 有 
i(i) = (cos22t — DK, z(00 = 下。 积分 之 得 


sz) K( i sinat — t+ 1.  t€ro 17, 


Án T 7-90. 
mp FEDO =0 piro, 

HERCA, AGEBIHEKIBU A f. EREBUNA E TAEZK E 
A” EWO, 0D, PIBER AHE — FEXE IE IRIS S BEL SE I 


图 2 。1 


初 值 仍然 有 它 唯 -的 一 个 解 ， 从 理论 上 说 ,方程 (7) 满 足 唯一 性 定 
理 ， 故 对 应 每 一 个 初 值 的 解 是 瞧 一 的 。 
例 3 考 罕 纯 量 方程 

EG) =a (DLTI) =r er], 420. (8) 
0, MisrW. 
E~T, trit, 
EHA, =0, E-r 0] Ezh og qUARPERO C. eo 连续 
且 9(0) = 0， 则 当 #E[0， 门 时 4009 0, "EROS 2000, 3 
EED, Ih £00 (0 -naD, TXEBWAJESIQO)-0H 


Du euro D^. 因此， 以 pC 为 初 值 的 解 是 不 唯一 的 ， 


ac - f 
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$2 i WARRBEAERE 


3Ub e HG 28 17 í5 0A T TR 
BF} = am) (1) 
的 延展 性 . 

BEDERE, cRGPEROOGXERBIDÓ,, e). (>t pk 的 
—^4-jB.hmBIRdEba, BrCODJEJRRROO Æi, D ERR, 4H 
FÆL er, a) 上 #4) 与 z(t) 相 等 ， 则 称 z 古 x 的 延展 ,如 果 | to， 
a) 是 解 z 存 在 的 最 大 区 间 ， 则 解 z 就 是 不 可 延展 的 ， 

定理 1  GEDILR EX CHAREE, JEDRA EEA. S x 是 
方程 (1) 过 (fo， PP) ERN Lf o — r, O 上 的 不 可 延髓 的 解 ， 则 
对 只 中 任何 紧 混 W, REAA] fo. (duo 2:5 时 ， 
Ga EW. 

证 当 5= ce 了 时， 结论 是 显然 的 ， 改 只 讨论 5 为 有 限 的 情形 . 

1” 先 考虑 r = 0 〈 即 (1) 为 常 微分 方程 的 请 形 ). 

假设 定理 的 结论 不 真 ， 则 存在 P 中 的 一 个 紧 混 岁 及 一 实数 序 
Flir- (k— oo) EA CE, zC(E00 EW., 

HWA dE, Ge x00 类 有 上 收 人 证 的 子 列 ， 不 妨 就 设 
Cia, r(5,0HR SE, ERRA (5, ))€W. 

BEIC, DIN. difBtakskpEATTETE C5, 1088 — A- AE 5X 
U, EHG, DCUBIÉG, D €N, BIO] sN. M m ur den 
sgg. 0) ERGEN. PEHO) gU co) dis r 
->y b) 35g XLx(0) — y, Wii, z(0500 €W CD, S roe 的 
drikxEXEW[AS, Mb, ONADERE EEA — IX 
Bb, bec) EFE, AMSEC -r DRI ERRE 
Fawr = 0 时 定理 成 立 。 

2° Xr 0 的 情形 ， 仍 用 肥 证 法 ， 如 果 定 理 绪论 不 真 ， 则 在 
在 一 序列 t 57 (&— 09), Ta, a) €W. h W BRETT 
(,, x42 WAF (0, 加 EV. 因此 对 任何 E00,，r)， 有 . 


t 354 4 


lim Sup jed, r- HH)|= 0. 
Bis =r h, ebege), 于 是 lim x) = 40), 


WELY pO, M (5, moth, DEW, HRTEM 
AJ OO xt €, DARAD oe. Kal adc fo or, 5) 
EAA RR ET A, did. 

推论 5 设 D 叶 Rx CRAH RrE, f. DOR YES, e 是 方程 
OO xt. PECE = r, 5) LE RT BD AE E WER x € 
RAJAR G, metai cb ay RE, W 3g R R T E 数 
FH sh, A -> coif, aob, Wittek, (Ch. m) H F 
DHJ YL, XErD 0, BFE, (5,0 EAMON HO, 
使 得 :ft 一 DB 了， G, rob, W. 

证 d GEGEIXUWZRASSGOGIEDE,. mT, d^ 有 CL. t) 
EW, iX GWüWs X27 E. Hb. BFE}, k>} 
f,b-, WERC m0 0D. M r> 0 时 , SERERA, 


可 得 (fi m)(05, PEW CHE 720), JM] 4E B e (59) s 
$(.,C— r8 0 D. EXEC) S VC, gout 5- gb, (Lum) 
—(b, wy) CoD. gf. 

' EEP, ARSENA AE, WEW EEN 
REAA RAR. f DO R39 4c REE AER, 3P BORED B A 
界 闭 集 映射 为 有 界 集 . As 

C 定理 2 设 D 是 Rx CHAINE, DREAM., Xei H 
BOD Ceo DEL- r, 六 上 不 可 延展 揭 解 ， 则 对 到 中 任何 有 
XRRIAEW, Hhipk--BbAb6., BESRSS 5B], Cro €W. 

WE 当 r= 4 时， 因为 Rx R" 中 的 有 界 逆 集 是 紧 集 ， 所 以 由 定 
理 1 知 本 定理 的 结论 成 立 . 

Mp 0H. b= cof HUE E EIU HC E ARTE MUR RO 
为 有 限 的 情形 .用 上 反 证 法 ， 如 果 定 理 的 结论 不 坪 ， 则 必 存 在 D 中 的 
.一 个 有 界 团 乐 W 及 一 实数 列 ft 一 6- (emos), METEO, m EW, 
B0 -xé6xr, Wifgp5—2, HH, BP, T EW, mW 
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HUIR, dxCOD dk for, LIEAF, H isb- (kco), iE 
Ze EE b- 8, DELAR tr, b- dlk, HF E 
£k. WET. MATIGA OEL r 60 EAE FRLXRWLULIB 
E-(G, mri, eic) ERR ARE, BETEM> 0 ,使 
fo ET E-—EX CH. m0. WEO, m0 M. 
PRIIP £i. Fi. 0B 

jstom eoi spore vOdt | sM|t;- tal. 


Bes dett, or. D EC SOERS.I EXC TRE. 便 可 知 集 合 {x 
a EST SE E EA — SUfT SE BIN DR THOSE TR CIE B 为 
BRAH fe m IC E, Me(CG, robbaka CE A, ITI 


YEA, Ua )PpRH. Xd, w, ) (B, PH Fites 3, € 


W, WWE, Me ©, DEW, HRAS 0, A 
hm — sup tiie 40) — 340) = Q, 


k-s dr [tE] 


从 而 当 -~r<se< 0 时， aló 4 6) — 9(9) "ER lim z(t) = 900). 3i 


jg X x() — 40), MS, x9 —(06, DO CWIZ D, FEDRO, V) 为 
T bt ED ER EDBDA E rL ~ ro 是 不 可 延展 
B REC BLUE Jc Meg HEU EIC OU EX. up B. 

EERTE, D) EATARRA TE RX C rj dg 9 R 
(G, miig icb) ab ATDA ARAA BDAXED pO 
4XESR. WE RRA, AEREE R b MP 
于 D 和 的 边界 ， 从 而 里 现 x(D) 在 8 点 左边 无 限 振动 的 现象 ， 以 至 当 
t—b-Hj, Ci, 2 没有 极限 点 ,下 面 举例 来 谱 明 。 

HAN = P. ARAARA}, (020a 
Gu. x Bo a, 0, 
bbb e, MRocM 5,50. 

且 使 得 
可 8 
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葡 加 取 5--25.k-1. 2,--. 
iR CORB RR ITA TEBAU EE XE SR Pc ERI. 
"HENARES EL, 0,]. Chay, Gaoi lk S 1.2,7 
bg, Ebari, 028, 下 =1 32，… 
$0, Ella, b, Ral, 2, e 
BH-(Q.maimlIl1-10sx4T 
Mem Hmrfeli, Gra ortic, AREARE CU) 
图 2.2) 


图 2 ,2 
现在 区 域 HT 上 定 闵 一 个 函数 h(t，7x) 划 下 ， 
d» DREJE E, RO, DUE 


BESACE, VG CC AG 8 V CD, — eo E 0, 

Gi) PERO, n) EMEP, [i| [xim EDS, BOR, c)— 0; 

Gi) 当 虑 在 互 的 其 他 地 方 ，RBtf ，z) 可 任意 给 定 ， 但 保持 XE 
$t, 

对 于 k(tf，z)， 我 们 可 以 看 到 以 下 几 点 现象 : 

在 y(t) 的 图 形 上 递增 或 递减 的 部 份 上 的 任 一 点 (4 )， 
则 1 属于 某 一 区 间 (ai，bs)， 由 9r，5: 的 定义 铀 必 有 一 个 s E bs， 
Gari), fiifdt -s- ACO, TEA 

het, ODD) Sho AGO, d(GS— AG) -9'()2 0, 

© di) AOTT IB. BDXSEEROEPUS E V O B EE E 

递增 或 递减 的 ， 从 而 有 Ht， P= 0, mb GDP E X EPPJ 的 


=. 了 7 * 


hOG, x) 0, IER GRON, 2 的 连续 性 。 
© 集 合 B={fit， VO. 0 AURA AB, SESS E. oM 
t—0-B]9 D EER R. WERT L—t€D£o, OH. wo. Wi 
(T, VO CE, BEHER HERA RUOTE, WENK] RS ER 
AFE REABS. PrDREIE—ACN E 
MAENE 
£(Q)-hO-ACGDO, x(E—- ACD, PAORA =t", 
(2) 
Wila, 4r-ii. XM 1 (C.—rmixmi). F A 
Ga PATEKAR E gi. x00 -v DIEA E) 过 
(to， 四 ) 在 [to -rr，0)》 上 不 可 延展 的 解 。 
现 把 (2) 的 右 端 写成 泛 函 f(t，20) 的 形式 ， 即 
F, d) h(t-1*,9(0— 2*)), £€[1,,00),6 € CCL—r, 
0], R) 
HERJET Am” TO, ORRERA vnb ACA. 3 
8E b, APREA E EARE, HAE) LRR, AAT R 
EAK h Hophnco, b PÆ Gs mp |= |h o 
-ti, Pta - ti) = |P (t> Go ool), WM TERE S 
的 。 
由 以 上 的 例子 可 以 看 到 ， 如 果 取 消 7 的 全 连 鳞 条 件 ， 则 定理 2 
的 结论 就 可 能 不 成 立 。 
以上 我 们 讨论 了 泛 隙 微分 方 潮 的 解 向 初 妈 时 刻 右 方 延展 的 性 
质 ,下 面 讨论 活 函 微分 方程 在 初始 时刻 左 方 是 可 存在 解 的 问题 。 
EXI 设 也 是 中 x CHEFE, EC(D, R), (to, PED, 
ApEpEEECD(QIS-r-a, t0), R' (X008. P PME TE 
d) z, =P, 
di) 对 任 一 f1 ELto = t, to), BUT C D. 
《iiiy rep, mr Lti r, tol EAR, Un ge 
HOD Pilia, o) B DE Iei SERE Eo 
EERIE p, ERE ERRE, Pin 
. 38. 


LINE E 4E 
ilh = artt) rbz(t—r), (3) 
Hope, 6, rE, 670, ay —b, r7. 
ARAH AXIS, —0. EHAHEEOCOROROICU-r,01. 
《32 可 写成 
a-r = CO can) . 


4&s-t-r, M z(s)-7 


PES Hr) az(s + F) 
5 . 


Mse€[-2r, -r]Hf, z(scr)2p(ser)mk, £O Rr)-0.Mt 


TÉS) = = =, 


由 于 ~ Sh, MeCD- rABARYRSE. WTE 不 存在 满足 币 


figit) k C— reto S B RERUM ES 

AH STE E $233 ER BL RU ER, SR T LUR IS SS B6, IEEE —. 
WEE S IERD, WRR EDENO S0 QSS), RB 
E fe 3 A93 2g 


(f Iu GQHos FTD, 
if) = ls, 
Mec 0 时)。 
kJ FEE NE. REOR EBENE GARRA Eo 
du apr SE Peur E — AIE EE RATAA T E BB S A 9] 
子 考察 起 。 
p2 谈 纯 量 方程 为 这 ( 间 -aCDx( r, tp, (4) 
impp PUR. 
d) dudocexr, QOOdED-80, EFELER, 
Gi gO = a Pr) 
(Hi Mp escis, a0 x0. 
i] C4 nT 33 fig 
.* j9 » 


tr ft), 


acl) 
圳 方程 (4 存在 过 (0，9) 的 向 无 延展 的 解 为 
QC, M rH, 


了 (人 = 1 " Ma pogqm fri 
ac. f orvets rif, 


ind JpEROD AR OROE C/C, m), BREET 92h% 
TETEE, Bieb fs -«6, QER ETFS PG, TE 
C-e, OET- rA ERTH. AEN, FRA i EEA MUT 
的 结果 ; 

定理 3 C BL SEED 

HEDER x Cip, P:DoRB'HOERL Ka, )—DU 
EHME. 302 € FAA F 

G) 存在 4 delr, dETR9OO 在 5 一 8，0]j 上 和 连续， X. 
P= ty, P) 

GD HIG, 办 光 于 4 为 线性 时 ， 它 在 [如 -8, IEF -r 
处 是 原子 的 当 拓 5， 由) 关于 8 为 非 线性 时 ， 和 仑 在 8 二 0, 使 得 fC6, 
的 在 了 = (2, 7-4, foxC.,a 上 于 ~+ 处 是 早 子 的 。 其 中 Crsp= {t 
SCC, i- «8 

ib fü, (X eT EXE BER — pr rréchet Sr, 

则 存在 #0， 使 得 方程 (过 (fo，9) 的 解 在 [fo 一 ?一 恕 ，t0] 
存在 而 且 叭 一。 

证 根据 定 钦 ，z 为 方程 (1) 过 (fu，09) 且 定 沈 在 [te 一 上 一 2s 

6,1 EBEN TESER EA 
F, w= = Bf l4 — aciei, 
H C, DED, f,—-a«t«t,. 

XHERIeLT O0, Hupi[p—r-e, 01—R', gg inf, 

a [PEs -rxiso, 


(5) 


dux, i-o ez, -r-exixo. ak C) 
fer LE FE GIBA h Se 
(hit Pitz), seiat, (8 
Z= 0. 
Atp), fO, ota ERFAN 
JG, ptp mf, H+, dos -gct, o, H 
HFE, PLEG, WAIE, Ó, v3. (7) 
Hu g, 6, DARC, b, VOXJEYESERI, 905, 0, 00,8 X 
EEC, QTD, (etEH- Bit, d) ORE G, 0,5) YE£R aM 
ecf, d, B), e(t, ó, 05 = 0 ddiq 
[g(f, 5, d)—ut(1, ó, E) ECE, 6,8) p- E . Ca) 
共 中 [Eq x8. p] x8. 
LE CSEDEDETE IUBE DI EE EST 
fy d, p, *E)-f,É 9,0) T LOI, rf, pz, 
ttot+i, Qu zz 


MADORAN 


ati, POl = -a tt, QOo-si,-f, Qu Z) 
T9), ~egi, (9) 


laso. 
根据 条 件 (i 及 原子 的 定 兴 《 见 第 -~ 章 222, "ündgdE— 
nx nir EA ERRAR att, Qu, O Qa+i, QO€D, 
8$c[-r, 01, #8 
Lett, gon -| Edut nt, Quo Dit 6) 
—-Age1, BI tr) + Edut th, gu, 83] 
z(t +0). - a0) 
其 中 Altti, P= eltti, Qu -r')g ui, Qu -r) 
且 当 (to + ff Q2OCUR, detA(f, £7, 90-0. 
Ake, füiBjib-axicoN, Catt, pOCU, 于 是 
将 (10) 式 代入 (9) 式 便 得 
s df e 


Alti + HD 7) = -| FEIDESM NOTICES 
-flit PB) g ia tE, Poz tP), = gani a 
了 5 = Qa 
BB ators Att p) 
| df. [4 (fo 1,0,,0) E 9) 
| -jat i, gi) gta zt GCE)H, - emt 0, 
La op (32 
XHERSID O0, 4 Bsp EC: yi x87, Xo f£ iv 


E{0， XL) fee» 0, 80, WEKEL- 0,0], 4EB, 
Catt, p+ ED, B 
IA-!Cfo t, puiDleCto tE ptt, BTY, (12) 
|[A-7!tfoct d, Quo IACES EP, qr, OLP, 3) 


其 中 À:iD x R*—R* WEH, HAC; +i, py, 02-0, H 
WE 
| (l Edut e tor) mech Alta tip Hy) jil 
(14) 


(REOR TE TETERU IE LE 
Xügxkmao, PTF: AREF, DRRR aE (0,8) 
使 得 当 # EC 一 在， plk, 有 


ipp «B8-B, 
(A-a tE, Poll tott, Pdo Fip) xv. G5 
LA- H POL PO pt gv, (16) 


E Ela, Bosi6CC(i[-r-0, 0], R), 6,50, &GcBs, 
tc[-a, 01), PELER TE, PCr- 8,01,R") 如 
T: 

(OC nsazgoensoi- | acus tg 30 


LL E 


mars] 


Mew "I 


TE/ te mf fort PO a etu 

+ [Epi ~ pIJ EC- 2,01 (17) 
CO -0. 
由 于 假设 B00) = 了 (to ,Wm)， 攻 如 果 了 在 ECa. 六 ;中 存在 不 动 点 
6; 风 6 在 [一 ?一 下, 0 1 上 为 方程 (6) 的 解 ,再 通过 rlt t) - OD 
-6CO ERE BROMEQ-r-e, lE. Bde. 我们 只 
XWEBHTdEE(m, Bo LETER- io pu4 T. gk, S€dH 来 
uEBITAÉE(Ca, AoE, Bip —^- HABRA. 

AMicp-a, 03, 0Oc[-r^a, OJR, i -eoct-r, 07, 

HEG, ELMED EG -9) =0， 从 而 


[pacto +t, pa 030800 - 0, 
FEER., ILOBQS 


A (S E, eo Telio tt, M TAGI 


rY 
= (A+ ipi N Dd utba tt, qu, 0) 20) | 
LA Ett, Thtott, qu 8) Yi «yf. (18) 


由 (8) 得 
gitt, Pis 5. = glia tt, qu 50) gifa 十 下 而 :0 
xe. E, B) All. 


于 是 答 册 (12) 得 
IA! tt TB) og E +i, Po 6) | «v£. (19) 
Bd EOS), (05), (O82, (299, £S]MrcL—-o, 0 J 时 有 


TE t-r | EIA- 1 0E, 90l 
{lide t.p 1501 
+ ftott, go An PMI +i ti Bt) 
+IP- ec) pav ev S vE vB. 
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RRETHE, POENIAE(QR. Fete 
HLA, EEE, Phn B 
ICT (GE - Fr) -CTE)GE | An CE +t, pD) 
和 esacto tt. m. ier Eco» 
+I Fitt, qu, Cogito t, Ø, EO] 


x» |é- +p -Enl «I le, —& ll. 


XCEBTAE(QX, BO EBU—-^RNEEÜR. EEFE- RAS RA. UE 
H, 

例 3 eiA D E 

i= -aeit Ltt], a7 0, (20) 

此 时 [€05,00 -api 1010 é€003, T 

fit,6 x0 - fCE 0) 9 ai -1)£1- 60001- a6C€ — 19300) 

— aic — 129C€0), 

kt fiG, d$) -epl DELA AO apie 10). (21) 

HERRI Go MERC, WIE FART: 

(i JdEÉsa:0-a«z1, POET- e, 01 E Hp 
= —ap(- [1 90021, 

di) (8055-1, —exeó«0, 

Bib ,看 在 8>>0 ,使 得 当 $ECo,s -(&CC, l&-oli B) 
$(0)3- —1, —a«c0«0, Bid 2DoXBlA/CGS 和 在 [fo 一 ay tal] 
xC,, 上 于 -1 处 是 原子 的 。 

显然 ， 方 程 (30) 满 足 了 定理 3 的 条 人 忻 ， 故 存在 0 一 5 sa， 使 得 
(20) 在 [io 一 1 一 5，to] 上 存在 过 (to， 负 ?的 反 向 延展 的 唯一 和解。 

事实 上 ， 在 条 忻 (i) 、(ii) 下， 方程 (20) 的 反 向 延展 解 汐 


tt 
«P7 


afl + met Di 
pu», TESPTE VEM 


a 44 


WA tiei 


"o ro» €-— 


$3 dp mid 


ARAE, XDTOR BOE 
t= fa, x()), 
MRTG, x) 以 及 f(t，x) 关于 工 的 各 分 量 的 偏 导数 在 某 个 区 域 
内 连续 ， 则 方程 的 解 2=2Ct，+,，Z0) 在 它 的 存在 范围 内 不 但 


x. zit, fas TOTEE, MERE, Ti Bed, fi ，zo) 也 存在 ， 


连续 。 对 于 泛 函 微分 方程 ， 则 情况 有 所 不 辕 。 

WGJPAEQCRXC, WEKO, R) a qE2 3T 3] R Ai 63 Br 
EKZER, HAC, R* 中 的 每 一 个 函数 ft， 和 XxpgpeRE 
直 圣 了 阶 的 有 界 连 续 导 数 。 这 个 空间 是 Banach 空间 ， 如 果 它 的 范 
数 定 党 为 各 阶 导数 《直至 B 阶 》 的 范 数 中 最 大 的 那 一 个 。 

EX UAE BanachzizjgX h AATRE, BUNT. UX, 
如 果 存 在 一 常数 EL[0，1)7， 使 得 对 所 有 的 Y、VEE 都 有 

[Tz — Ty| «Mz — yl. 
WETU LEANE. 

HV EBanacha HY p Ar, RAT, U xV, iA 

存在 常数 EL0，X)， 使 得 对 所 有 的 z、yEU 和 mnEY 部 有 
]TGz, 0} -Ty, DIEA- yl. 
METEU bXCPVIE-—£*FESRIN. . 

引 理 1 (压缩 映像 原理 )” 如果 这 是 Banach 空间 居中 的 一 个 闭 
TE. T, U-UJRR— AVES, WITXEUCIUEDME-— [ASSI Re 

51382  WEUJ&Banachzzja]X rj: iA ATE, Vi Banach zr 
HYATT, T, UxV-U J&—-— 3 Hifi H.Te 3ESX IN, 
WTE ,0) 在 上 的 礁 一 不 动 点 x(V) 对 v 是 连续 的 。 再 者 ， 训 果 UU、 
VERFU’, VRAE, Ta, nijs, o 具有 连续 的 一 阶 导数 ， 
M xtv0) 对 v 具 有 连 继 的 一 阶 导数 。 这 个 结论 对 高 阶 导数 也 上 成立 。 
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定理 43  upRÁCCUHOO, R"), p-1, Wf t= JG, x) 
过 GO...) Bgia(t)mz(., o, DO RHE—(,. WIBUSfIE 
alia e, P200 Bs SCR P RHEN — ERRE, XE On. 让 为 
HETA, BE. Hitti WERDT, p, PÆ 
一 个 将 C ERA R 中 的 组 性 算 子 。 Domo. e, DODII, X 
D,z(t., o, PD)GOVASE — 4-9 € C 均 满足 线性 变易 方程 
NDD, f, zilia, P, fy (1) 
HSA, Dala, e, DORE—TEEC'IODL, ROAR h 
BARRER To Dirltas v. 0-0, 对 每 一 个 9E C8，R*)， 
Dalta, P, 让 (tg 满足 上 下面 的 非 章 次 鲁 性 变易 方程 
S(t) -D.f(t, vto, Ps INZI, Tta, P. 
(2) 
证 Hj rDlgA&d S lu OBDADnIDCR.,. ORO, 6.2, 
EE — d. WxipiEBHEADBPORLt-rn to+@)， 现 固定 8 之 
o. 
Ti Jp WEBER p DDEL. 一 r,to 5338 F9 XE SERT RE Bt 
取 定 mp 的 一 个 开 邻 域 U , doy CUSIz(E,, v, DOEL or, 
to+5] 上 是 有 首义 的 。 现 设 W = (ff，2048ELto， Patol}, W 
W 是 紧 的 。 应 用 上 一 节 的 记号 ， 并 由 上 节 的 引 理 2 名 可 以 确定 MM、 
æ, B. UMV., 3ixelkoli Meg Rai, AHRR fee po 
mp emp. Wr, t 090,0 -yGÉ$QO» PECO, eJ, Wm 
y 蚌 上 一 节 引 理 3 中 的 算 于 T(to， ,了 的 不 动 点 。 另 一 方面 ， 出 
exmagnyE dm TO. p, DHA, B) 映射 入 自 稀 并 和 且 是 一 个 压 
H8. HE, JLIRÉRGEGSURAOHUP Ga, v. DO EV xU. 不 难 证 明 
TO o, D 关于 9 和 六 是 连续 可 徽 的 。 故 从 引 理 2 便 知 其 不 动 点 
y-u(,.,, o, DAFEN LEEZAK. HF 
f(iypQ)0OQ,-1: D D ry ,pf QD, 
xcix, 、 
Wale 9, DD OOXNPÉTeRU du EIEBRH DEAS. g Fréchet 导数 
iE. MMED. e, DOOR C 映射 入 PREST, 
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Djz:f., p, DORE, R) 映射 入 Rr" 的 线性 算 子 。 且 有 


dqiü» 
Dotta, 9, f) = -县 Detto, o, Pt Y 


因 cC p, D (yeso [D Fs imus p, f)) ds, 
教 对 人 性 一 上 EC 有 
Dott, e, DOS e +| Dif G nO D 
Dotta, P, fyds 


=0, 


于 是 -FD pO 


-DQG,nO pf Detta p v. 
PED, E P DOY), My = Doti oP vs TA 
Duexktoi 门 (3 满足 线性 变易 方程 (1)。 

同 理 可 证 定理 的 第 二 个 论断 及 人 (2) 成立。 证 华 。 
ETHIC p DHARA 的 导数 ， 一 般 是 不 存在 的 ， 
例如 方程 

(D) -a(z(-1) (3) 
Hj ect) PEZAR., B ETO 90 是 方程 (3) 过 (to, 9) 在 
[f,, fo+1] 上 的 解 ， 则 有 


sita th, pi =p +Í ， a(i, th p(s— I)ds 
D 


e +| aG)gGo t, ~h ds, 

fad d 

zi, e -eo «T a(s)z(t, p) (S — 1)ds 
-ec f, a(s)p(s— t, — Dds, 


na XO. th, PJ- ECE, 9D 
因此 lim h 


= = ptt — 1) 


+ lim 
k-0 


| als +R) ats) 
te 


h pis- to—1)ds 


e d7 * 


由 二 站 可 见 ， 如 果 不 增加 条 件 ， 右 边 的 第 二 项 不 一 定 存在 。 如 果 
假设 导数 &(f) 为 可 积 ， 则 2(f。，w) 对 ,的 导数 存在 ， 而 且 满 是 


orfa PCH) .. —a(i)e(t -1,—1) 
Ota 


i 
«T &(s)qp(s—t,-—15ds, 


现在 的 问题 是 ， 对 一 般 的 方程 3) = 了 (ft ，z4) 来 说 ， 在 什么 
AFET BEIER G, p, DEDA E adio 下 面 的 定理 作法 回 
答 ( 见 [311)。 

定理 2 EEO = 了 (f ,71) 满足 定 进 1 中 p=1 的 条 件 外 ,再 
WME 35 PR (O0 f SECO =r, 02 Erik, E, Heco) 


2f(.9), MYER OT EMAI- adi, 
ü 


Pp) (2 在 在 。 
证 PERH, Yi Rhmi1,-a, koot, € 
zG,, p) ez(Q BA, trittos OCE), 
HR Banach% H I- Taylorzz E x(f, +h, p) 关于 和 的 可 
数 性 ， 有 
mh, mna, PC-a, +h, quU) 


- s ud th, p(t AP +P AP). 


dUBAeu XORAp-m.a(0.,:)- 9, lim CEIR 
1m0 Ael 


X Ap (8) = RETT AIL EEEE 2ICE 
k 


h 
- x, SQ, 十 下 十 看) 一 了 Ta 了) +0) 
u À 
—rz0üzü, 
当 = 0 时 ， 
lim CEFR DIET +h) alt, pI ta) 
"" h 


e 48 


_ 1 了 
slimi S fos.mtto pds 


= 了 (ta 人》。 (4) 
SE-COPR. RERE, Et rci the, RH 
lim AP (9) = lim aP. *hk8)-x(£,,9)C4, +0) 
h> HR 


m h 
= lim LADEO — 9), (5) 


HAPOEL -r 0] LE, Hpo) -/(1,, 95, MHAE, 
PDDEL t, te ELRESE, AAMO, B 


lim Fot th) — (1,9301) 
a-g h 


zd.) (6) 
Xjt€rt,-r, f,-0) WREE, TEPE p 0cgca, 
£(1,,9)(1) Elier, t, B1. 上 一 臻 连续， 对 任 给 070, FE 
070, fi^, CCE, r, £,981H [i^ -£"| OR, Æ 

JCE PE A CE") | ze, (7) 
hað, HO-h«g, ME 

tlta pOCE, hi8) alia pta 0k ,PP (ES), 
其 中 to。+9<E<to+h+9， 从 而 有 等 式 


zlta pta +h+0)- alt, KALER +0) 
h 


—$C/,, PICE +0) 


=], PIE - E pD, 
513514, +0- El ch «Ó, AARE -r+，01 时 ， 


| slin p) Ea -R8) 2C p) (E, 0) 
h 


-i., ext, +0)| <e, 


B sup K-o) | «s. 也 就 是 说 lan- 和 到 FEH 


Dak a EE 


= {9 >» 


PTE, RRM Hho, -D7 36, AD 


an IPLAY) ， | 3 | | [Ag 
lim -L AP) c lim |? . 一 二 下 
k—D h k—0 Ae h 


; lim Zifo tA PC) -rla PCE) 
所 以 m, h 


一 lim | TO, +R, Tnn to CE) ai, ex] 


= dm oo tR p) . Ap PEA) 
im | op h + h I 


Òa pE) , 
T op M 


t PN 存在 而 且 有 


dte 
LCF PCE) OTCE pE) . ; 
FEM * oo p. 证 毕 。 
$4 解 的 整体 存在 性 
考虑 话 函 微分 方程 
CH) = FF, mY, . a 


HHF, Rx CRE, 

定义 1 称 方 程 ) 的 和 解 整 体 在 在， 车 对 任意 9ER，yp EC, 方 
程 (1) 的 过 (9，p) 的 和 解 xC9,p)( 才 在 [Gr，co2) 上 存在 。 

解 的 整体 存在 性 是 研究 解 的 全 局 性 质 的 前 提 ， 如 和 何 才能 保证 
方程 (1) 的 解 座 体 存在 ? 文 [303 利 用 比较 方法 纵 出 了 若干 充分 条 
FF BORRAT: 

在 下 面 的 讨论 中 ,我们 总 假设 对 RxC 中 任意 有 界 闭 集 0， 若 
s(t) 基 方 程 (1) 的 定义 于 Lo 一 r，B) 上 的 不 可 延 折 和解 ， 则 存在 序列 
tB mnok), fH, x0CU,.n-1,2,-. HIS TRAE 


» 50 5 


理 2 知 ， 当 F 全 连续 时 ， 上 述 假 设 成 立 。 显 然 ， 若 上 述 假 设 成 立 ， 
ELO, WFE BT, (EIC), 
设 1 为 RR 中 开 集 ，Y， IDIXR'OREStER, HIE pE, €X 


D&VG ,90)) = Tim. JEVE hz 9) + 1) 


-—- VC ,90002], 


Dif,p(0)) = lim ilv +h tt A, 
k-ü* 


-V ,9(0))1. 
引 理 1 BV. [o—r,T) x ERE, (Too SE—mENOM 
得 对 和 任 给 连续 函数 7，Fo r,T) R^, dU 上 一 rs H VG, 
EDG, GH, d$ 
DéVO OD) o, Ct ,0,) (2) 
其 中 oa -V((tgQ0),o0-rzt«cT, 6,, fe-r,T) x CQL—r, 
9], Ro)—L0, + co), XESR EL IUE. E E u,v [o —r,T) 
—REÉiCL[o,T), Hut 2v(t), u(0)xo(0),0C[ —r,O]N, 
GOD, DES PEERED p 
车 以 ?7(1) 表 初 值 问题 l 
po zG.Q VP, foo, 
?Pa 一 节 
的 右 行 最 去 解 ， 则 沙 ecoa), sC[Io-r, o], $(0- 
max GG), VO, GODEN 在 两 者 的 公共 存在 姬 上 成 立 。 


"-ruiclg 


证 只 需 证 明 对 任 给 正 整 数 和 N， 初 值 问 题 
PO 
yx, =¥ 
的 任意 解 Px(f)， 有 Y(t,XCi)) 坊 pn(1)，、 往 两 者 公共 存在 域 上 上 语 
立 。 
ERR, MAN At, Co, o-r, DAP (Ew。) 的 最 
RREHVG zODDBIEASETYPTEDEIBD, E 


(3) 


t>o, Eo 
N, 


+ ST >» 


VIF TO ys) tcio,t,] 
HEE ti, BV.) Ye Ga) AEREA 
Vit, EC Y) = Yr, CE,D. 
Br, DVE æt) 
> lim Oet V ar 


ao i-i, 


zm Vau C m PuLCP.D 


te iF, 


= put 9, Pan) t i. e 
vo 


PRR ZEX, 对 sEL5,11]， 有 
VESS ya EPpy (E) = VT 7) 
dX-r«e, Maset =r), Æ 
Ves e (SEP Eyy CH S VO, E 
SOgscCUt,—r,£,)], MAVE, aV D, MA 
DWV DEOD m ses CE Pa) 
这 与 (4) 矛 盾 。 证 毕 。 
[EI 由 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 车 (2) 式 当 VEs ,x(3)) XV, 
v, CESSE TIR, MY max e(g e 5) 2 ER HT A 


ER. AUSTRIA RMEL. 
定理 1 设 存在 连续 函数 V，RxR"->R， lim [VG,a)| eoo 


满足 ， 
i Ee, R—R'ERSCR, Etras, Vs, 
z(S)) < TCF ET) Bu 
DV EG) go, (Ga). 
t-rasi, Vis,m(s)) zmV(Ct,z(o, Wl 
Dj VCH,z(ED)) 20,0 ,a0. 
Hp eH =V elt), e,, —0,, RxC([-r,03, R)—D0, 
+o) ER, HYERA Au, v, R--RERICR, 3 u(8« 


* 52 . 


v,(0), £C L—r,0], uC(l) 2 s(D BE, Houda d, v) ds 
1, 25, 

WS yo sa yo, 28, 方程 (1 的 
FERES. 

XE dix) -c:(0,90(0, aCf) 2 Vct, (15), f€[o-r, 
B. 4kvuCOOdÉHRyOO-o(.yO 过 《的 的 市 行 最 大 解 ， 
ys( 四 是 方程 上 p(t) =osftpi 过 (cc) 的 右 行 最 小 解 ， 其 中 由 上 
€C([-r,0], RD), &s-o)«a(s)«d(s-a), sCIao—r, 0]， 
SD min a(s)« max aG)-«9(0, 


HERRIEI r CD xaCE)eviCD., Fepe -r.m. 
ZB« oo, MEEA, Elro, AT leceo, 
Ayti), vC oe or,81 LERET. PUB +e, 
证 毕 。 

类 似 可 证 
定理 2 [BUCIRIEXERRRRURV, ROXR'L0,90, lim Vit, 


着 | 一 


7) = + 00, 使 对 和 任 给 连续 函数 +， RRR CR, Fi rs 
Bj, VG,z()«—VG,zO))0, Wi] 
DEVEDE CE, 

Jupe, o, MERIME, 

Vp 34 25 ey CE) = co. G V MERETE ER, 方程 (1) 的 解 整体 
存在 。 

推论 1 EWIRTEXEBRESEÉS, RERO, ro 47 

D S«t,)-0 HMBDNZ-0, 

(id) Sf Ar) 2ASCE, 2), SCE x +y SCE,E) £SCQQ,g), 
km, x, yCR', 

(ib HEX. R-R'URCCR, #4 trs, 
S(s,2(s)) Est, T(t), Wi 


-9.st, Dj, St PO 0) mm Gm 
of watty 
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AXupect) 2SO,20)), o MEANE, 
MSSE 20: (OH, vo 的 解 整 体 存在 时 ,方程 (1} 的 解 亦 
EHETE. 


这 是 定理 2 的 显 易 准 论 ， 只 须 注 意 lm S(t,x) = lm jes 


(5, . 5.) - lm |z|- min S4, y) = 十 co R DASG, 2) 
Ed lyl=1 


| x | ~w 


3i SE) e SQ DA), 


ASQ) =r], olt, 2 MOD +N(t)z， 则 得 

推论 2 CUPIEYESEBUEM, N. R—[0, +0), 使 

20 4FO,g) [MOD S NOD[o|, XO,9) €RxC, 
划 方 程 (1 的 解 整 体 存在 。 


附录 。 关于 浏 度 上 的 光滑 性 及 Caratheodory 条 件 


1 关于 测度 上 的 光滑 性 

BZC REETH CZAR AR ze RI TIE CERTE CRT 8 S. 
的 Banach 空 间 ， 人 是 某 个 臣 离 空间 中 的 开 子 集 ! 

L, A>Z (CR; 

由 Riesz #m ER, MTE nxn BABEEGREE 1 D, CE 
[-r,0] EXC FOXPHUEGX. ERACE 人 及 由 EC 时 有 
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Loo6- | ráio., 5360. er 


MEA, DR ag SC EA. 

S ar Hd, O8) = qM, — ny 

2$ 0220 Bj, AA, = (0%,0)。 

定义 1 GPL. Aye C.RO. WBSoWuitHASCR, F 
在 纯 量 函数 pk S, CHACA, SERRER, v0,0) 20, 使 得 
ZLOOéN COXGURHACA, s0RA 


* $4 所 


s T 
rp ananem era — o 


则 称 算 学 并 在 测度 十 具有 光滑 性 。 

命题 mMELECCA, P, R^), WL 在 测度 上 具有 光 潮 
性 。 

证 BERAPI, V (ff, 了 表示 在 区 间 ILE 为 有 界 变 差 
HBE HAEE, WEI = 人 990) 是 [~ 六 0] EH EE RESERU (RE E 
BE, WE 


* 


|ui = max EKN, Eor 


& 了 04 = | Eantt,0)]6(8)， 则 存在 常数 0 < 入 <1 使 得 
k[nCE SL Fe act ool. (3) 
RERA [L= sup ECA] 


= sup 
iei 


«i anad, |< vlen, 


P anc, Do 


至 于 (3) 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 只 要 所 >0 适 当 小 时 总 能 成 立 。 
BDLCCCOA,2(00,R70, BOSTIERIBI EC AT S0, f£ 
在 >0， 司 得 汝 上 fi -rcs ALG -Ecke Maint, 
J-P, hce, MEHER Co, 6T«-E 77,03 UREAN 
i, jel, 2, =, n, Mjt-c| 0n. A 
V ORG, »)-7 njG,»), [8,80 
xU Oni.) 850,2, L-r,0D 
xm ..)2-m,] «es. (dy 
HAER csr, WE 


BC S) = IZ V Cau CE 0), B8 +s] UEB 7 5,87 D. 
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FEF R, RARA, Bonsc0BbB;(t,5)0, 

在 是: 中 考虑 集合 Qi= {Gyu =k), sE), 记 
EAI EXIOD, WIDi02€,0090 = Cl CN (E, EANG, 
Q,CECR'j, ib Bb JE GU Qi RRMA tor RI REB BEL, 
d$ GECO), MÆ sa y», j=l, 2, «, n, y! P 


UG.) RNUBD;O, Mp o-lüüpEs- Dp, ye Dp“ 
了 一 工 本 一 二 i-1 


y^ - Wpu(t.s. W 
jij-1 


PCE, 5 SUp(gi. (5,9) CT,(T)), 

Mci o 关于 ss 一致 地 是 ! 的 连续 函数 。 又 对 固定 的 纪 GAE E 
HEB. BOAs0Bj, vi. 0. 

An EE YS, = 0， 则 PCfs) 对 fs) 是 连续 的 。 

vts = maxyrtf ,5s)， 那 末 ?(f,5) 就 是 满足 (2) 式 的 函数 。 
故 工 具有 测度 上 的 光滑 性 。 证 毕 。 

2 Caratheodory $& fF 

E2 WOCRXxCXB, f, Q- Rm, WERE TIA: 

G) f(t, 四 对 每 一 个 固定 的 $ 关 于 # 为 可 测 ， Hg — AM RO 
FETO ES 

{i》 对 任何 固定 的 (+t, 作 ) 人 人， 存在 分 域 V (1,$) 及 Lebesgue 
"plXem, (bj 

If 65,40 | mts), GD EVE, D, (5) 

Wk EO FUE CaratheodoryZ& fi, 

显然 ， 如 果 /， ->R" 为 连续 ， 则 在 0 上 一 定 满 咸 Caratheo- 
dory 3& t, - 

X3 设 / 在 HQ 上 满足 Caratheodory 4f, (Cap) € O0, T 
果 存 在 4>>0， 使 得 函数 x-r.eJ)dsExcCQt-r tat 
A], RY, x, -oHrODXED., ta tAE XESR RE [fo， 
ta AJ EJILOPA MEEI = 了 (2 。 则 称 z 为 方程 


* 56 * 


(Un 
Tog f fíis,x)ds Ft, 


iO. m BUR. 

对 于 f 在 上 满足 Caratheodory 条 件 的 方程 (6)}， 它 的 解 的 基 
本 理论 与 前 茄 的 结果 相同 。 证 明 的 方法 也 基本 一 样 。 只 鞍 连 续 依 
赖 福 要 得 到 § 1 中 定理 2 的 相似 结果 有 些 困难 。 在 这 里 不 准备 介绍 
这 个 方面 的 结果 。 l 


(6) 


e 57 e 


第 三 章 


IL EMBERFDE 解 的 
基本 理论 


在 第 一 章 $2 中 介绍 了 ?一 淆 后 型 泛 函 微分 方程 ， 它 是 一 种 出 
镑 广泛 的 RFDRE， 当 rf>>0 寺 它 包 揪 有 界 滞 量 各 无界 清 量 两 种 情形 
(但 不 包括 无 穷 延 澡 的 RFDE)。 下 面 我 们 介绍 P 一 REDEE 的 解 的 基 
本 理论 (参阅 [32]) 


$1 PP 一 RFDE 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 


MAET BJP—RFEDER m (8 BERE 
qoem» (1) 
T, =P, (25 
Hp n-REM, QCI[o,90)x C 为 一 开 集 ,， (1,,0) € 
O, iizn(0)-z(p(i,9)0, 6G[-r,0], =t p(t,9) 为 菜 个 P 
函数 。 
对 于 国定 的 如 ER，9EC 以 及 给 定 的 常数 cm 0, 80. 我 们 
4 
Aa, B) (xc C(p(t, —r), tatae], Rn =Q, 
max [z(5) - COD Egh 


其 中 工 表 示 区 间 [ A. 4, 27. 


引 理 1 设 zE. Ce,B8)， 则 5 在 1 上 为 ! 的 连续 障 数 。 
证 ”由 于 x( 站 在 区 间 CPG or), ta +a] EE, Hb 
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JE., MOmXPEAXBIeO, ROYfRODO, [814 [5;—5.1«9, 
Sis S € LDCE o ,—r), t, ell, BEA [xis mt, 

又 根据 zt OD EP Jo x5-r，0] 上 的 一 至 连续 性， 对 上 述 
070, DdgfETp0, WEH r- iA f El 时 ,有 

|[p(1,,0) - pC1,,00| Ó. 对 所 有 的 BE[ —r,01 3E. 
从 而 Hoc. = sup [ECDC 0) ~ ECP ,0)) | <E, 
Da 证 毕 ， 

EELT EIE. BETERA >0，8B>0 及 可 积 函 数 mm: 
工 -一 下 满足 下 列 的 条 件 ; 

(i》 对 每 一 个 固定 的 xE x (0,8, JO ,X,)XT E nr ll 

Gi) [SO EO | imCC )xE Br € ar Ce) el. EF JU Ab AER 


KA 
Gii) 1 Ic, gods | KG, 8,)ds 对 所 有 + E P. 以 及 所 有 
fiimax|y(s) — z(s)|--0fg. z € v (m, BORSE, 
FEES 


RIJHRE CO UBND AE PECOBIRERBIE A fa +aJ 上 存在 《其 中 
a7 03813550. 
证 BREL D, itel, RD 中 元 素 z 的 范 数 为 


lsi, = sup [2655], 
CF 


WE C(Epla, mr), fote], R'A Banach jj, 
根据 -srte,9) 的 定义 不 难 验 证 它 是 CCEEKro Sr, 1,9031, 
RRRA AA HDR. 
对 于 任 一 XE wy (a,B)， 定 义 算 子 T 如 下 ， 
CTz)(p(t,,0)) = 9(05, 6cp-r,0], 


CEET OESE fc, gyds, 1€l. 


GEPÍCG,S0 在 7。 上 的 可 积 性 出 假设 (i)，(ii) 可 得 )。 
出 假设 5 站)， 得 到 


IT (2) c)-eot«[. mC)ds «| "^ mds, 


ts 
LE 
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C d, 
只 要 a>0 充 分 小 ， 就 可 使 | ” mm(s)ds<B。 可 见 算 子 T 将 ar Ce, 
MHRA AH. 
下 面 证 明 T 是 全 连续 算 子 。 
首先 ， 对 于 以 上 所 到 的 e, 显 然 有 
Taj ele] € 8, «€. (0,8) 
(这 里 | 。 | 表示 C 空 间 中 的 范 数 )。 可 见 {TzizE a ap} 是 一 致 
dm. 


另 一 方面 ， 因 ] mods demos T, Exit, 从 而 一 致 连 
Hh. BR 
IT) = Caci most, t, ta EF, 


Win (Txse € wv (a,8)} 是 等 度 连 缕 的 。 8 
青 根据 假设 ii), = max |y(s) ~z(s)]->0 时 ， 有 max |CTy) 


G)-(Tz)06)|0, Bis lg—z|.--0Bj|Ty— Tz].-—0. 3X HH 
T 是 连续 的 。 

综 上 所 述 ， 引 用 Schauder AA AEM, MATTE a, 
B) 上 存在 不 动 点 x"。 即 


acoso fos, sds, 1€ L, (3) 


z'(p(t,,0)) 2o(0, ecp[-r,o], (4 
BUPCOD. (2350). (ORFE, dict An 上 是 满足 初 值 问题 
(D), (DHR. EE., 

作为 定理 1 的 推论 ， 可 得 到 Peano 狸 的 存在 定理 。 
推论 1 BSEC, R, MAERA (I), (D 的 解 


aC, ,v) ERTEAN 上 存在 。 
证 RRD FERRME Ga, O 的 开 邻 城 
Uc, AGE, p) EUR, AOD SMe 
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WESEL NER | 0, 800 3&4, funpEBDHm E 
LALE (v, B) E CE E) CU, 

FPEF - 

HO ,EMIEM, tE, «Cori. (8) 
故 满 是 定理 1 中 的 条 忻 (ii)， 这 里 mC7) = MM， 

WBR Abb xzCor( n, D. BEI EXER OL HII CE, 
DEES, Mafa, tongere a, B, RFEA 
连续 。 故 满足 定理 1 的 条 件 {i)。 

再 验证 定理 工 的 条 件 人 ii)， 对 于 任意 的 g， zCov (c5. CE 
mex|u(s)-z05)]0, REBANA, PERL BI 


lg. Zi = sup. |yCpct ,0)) — zCin(1,0)) | -> 


对 所 有 的 1 E1,， 
寡 根 据 /的 连续 性 及 (5) 式 ， 应 用 Lebesgue 控 制 收 全 定理 即 可 推 希 
RE A App D AL 

REEI BDANARDIXETERE. EP 

下 面 给 出 存在 唯一 性 定理 。 

定理 2( 存 在 唯一 性 ) 假设 存在 常数 4 汪 0，B8>>0 和 可 积 函 数 
ms:Is 一 RR 满足 定理 1 的 条 人 性 (i) 和 (站) 以 及 下 面 的 条 性 


t I! 
aiy |E CFCs, 8) fs,%) dsk maxluc) - z(s) 1 对 所 


有 的 fE 1。. 和 所 有 的 Uy、zE -or(c,B) 成 立 ， 其 中 为 常数 ，0<R 


1。 刚 (1)，(2) 的 解 在 区 间 工 上 存在 且 唯 一 。 
证 ”如 定理 1 的 还 角 中 那样 ， 只 要 取 # 污 0 适当 小 ， 郧 可 定 疼 
| GEWERBE EC PM 
根据 条 件 (iii) 以 及 .x (2,B) 的 定义 ， 不 难看 出 此 时 T 是 一 个 
压缩 映射 ， 事 实 上 ， 对 任意 的 Y,，2€.% (6.0, 
| Ty — Tal kly- zll.. 
T JR Ee AE E A I a ERA AC T eov (0, p 中 存在 唯一 的 


不 动 点 。 即 初 值 问题 4}，(2) 的 解 在 区 间 1, 上 在 在 且 趴 一 。 
推论 2 假定 FE CC8,R)。 如 果 存 在 (如 ,9p) HERRARNA 
TELI-O, WEAGE OMGE, DEN, 3 
IFE pD | eL ]o — vil. 
WIARE, (D BURTEXEDC HIT, 上 存在 且 唯 一 。 
证 取 a>0，B>0 适 当 小 , 使 得 对 所 有 1E L3 Corr, 
B)， 都 有 (1,X) EUNN。 这 里 的 U 是 推论 1 证 明 中 的 (Fa. 的 邻 
域 。 故 定理 1 的 条 件 CO 和 GD 被 满足 。 此 外 ,， HE., yiz 
€ (4,0, TS 
LE AGa- feines | en P nas 


= max sup |y(p(s,8)) ~ z(p(s,00)|] * La 
Efa T" u$ 
x;Le max|y(s)- z(s2[. 

$T, 


HIR RRS 03624, GSELa-3i, WRGD” hik E, 

IUE h 5E 32 Sr BD REEL RA, EE, 

定理 3 dBELEPRSZHUARTERGIDURGLGRHOGUGECD, (2) 的 解 
存在 ， 则 这 个 解 在 某 区 间 1, 上 是 唯一 的 。 

证 设 在 区 间 1。 上 y(t) 和 zx( 了 网 时 为 (1)，(2) 的 解 。 不 妨 设 
470 充分 小 而 使 y 和 xzE wx (4,8})， 此 时 


yt) = eCo) |. As 各)as T3 
$.-9, 
z( eC) |. fls, tods, t€ Z., 
En =P, 
q4 luo -aco LS | Fg fos Elan 


dii) 7 得 
|y CE) 2C f) | kmax |y(s)— a(5) |, tcI, 
tI 


€ $2 * 


$k max |g(£) - zGD) | <k max [y(G) ~ 2()1, 
tT, Sin 


因此 c(f)my(), ER., WE. 


$2 P—RFDEH ftit XE f fo ont 


对 P 一 RFDE ik, EU TI 3E ERIS n] 3E REINI XE 3C SRI ER 
显 的 情形 相同 。 下 面 我 们 给 出 两 个 延展 性 定理 。 

定理 1 延展 性 ) 假 设 FE CD,R")，z 为 $1 中 的 方程 (1)，{2) 
ELi sta +4) 上 的 一 个 不 可 延展 解 ， 则 对 品 中 任 一 紧 党 克 ， 存在 
ty, HB iyat e, GD C W, 

证 4ée-co, MALER. deco. 

BA CRSBW,.COBGESERIEE, MEERY] {fh HA 
— coit, Feta ta, 使 得 (£4, $,, YE Wo, 注意 到 WW, 的 紧 性 ， 
改 不 妨 设 limt fi， Z =+, DEW. Bn 


lim sup p EPC 0 - PO lim], = l=, 


ham ntaga 
但 sup CPC- WD l> sup | xCpCtH,8)) 
—3(9)120, 
[;3 lim sup ,XCp(ts,0))— (05 1 2 0. 


Be—Yx 
于 是 lim|«(pC,0))  40)| - 0, -7<0<0, 
ia kco, 对 于 8EL-+,0)， digOn,9)pn(t, TG, 85 
HBARAEP EAS TE REUS Ditas -rnani taD 1, +#,. Ti tR 
PEE cGySscrpO.,. mr), f) tOWREAEXHEE, BH 
此 
lim]et p(ts.0)) ~ $(1— IzCpCE 4 40,00) — $(80)| =0 
-raic 
RR TEPC Ea pa,03) 2 (B), —ra0«0, 
4k0--07BBgg (to 1 07)— v 0), 
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Jusg Xx(fo4e)—4X(0, WAC. +0, Za) EQ, FÆR 
RHEGI, ， 解 z 可 延展 到 t +D LX 3 D UE TR. Am emg 
证 。 

定理 2 延展 性 ) 在 定理 1 的 假定 下 , 若 / 治 全 连续 KRA 
7t FS ER p AARE), ME ES, 090 xc 中 任 一 让 界 闭 集 Veo, 
DFE r, BUR: Ui, eG, Z) EV. 

证 菩 =ce， 则 结论 显然 成 立 。 今 设 <<coc。 

IBUSXEXEATUR RE HRV ELO, FERI), Hk compo 
fu +e-， 使 得 Cr DEVa, 于 是 可 推 知 z(t) 在 区 间 CPC, 
一 了，to 二 8) 上 为 有 界 ， 从 而 存在 有 界 集 W,,W ,三 8， 使 得 { (i， 
Bros + CW, 

根据 7 的 全 连续 性 ， 存 在 邮 >>0， 使 得 当 人 ,及 所 本 时 ,17 。 
V)| «M, TE, HTAR Mt Elt fte, 我们 有 


[zo m2] |h 1smoas | Miti tuis 


Bme ÆC r, tato E RME, 

再 根据 Ff, 扑 在 [io,t。+0Ix[~r,0] LÉIG E, nf 
LUE PEDES M *GjE[-r,0] 上 关于 0 的 等 度 连续 函 教 族 。 

嚼 一 方 而 ， 出 以 上 的 论证 可 条 (Efi te 又 是 一 至 
T. 

BEC 元 0:fo<st<fodo 属 于 2 中 的 某 个 紧 集 ， 但 根据 定 
理 I 知 这 是 不 可 能 的 ， 故 定理 得 证 。 

下 而 我 们 来 讨论 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 。 

定理 3 (连续 依赖 性 )  BIE/CCORDBÁCE D 关于 # 清 
ERRA Lipschizæ tk, EAE op) COM fExCE. po TED? S, 
f.c ATE XCATMO, MHARA 0, FEIOS, 
WEER, |s-t,| ake dj—oll«OCoemn, ANAE 
[c,1,-- À], c= max{t s), 有 

EACR ~— SF DLEA 
证 H$ l'BEÉYSIXBin 0 PEL osto 中 入 上 关于 1 为 连 
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HB. MEXICO I DECUS t tA DARRE, TERTE 
分 小 的 >0， 和 使 得 
Wa((s,gos[s—t]am démos. pn 二 
AJS, JoTpiEM 0CD WEM 1m Lolita 
LA 65,340; M, G, DEW, 
及 ifés,v ~ fpa | Li V. sl, 
(5,31), (5,,) CW. 
ERE, RIIA 
zito pP DD = pO, HEL —r,01, 


Ep =O + f 


1 
F, ECE pdt, 
t 


tC [te ti - A1, 
号 一 方面 ， WV ([0,4)c€0:|s—-T,| «T, I$ — ol «n. my 
E SIPRI m O D EVAR, DEERAS, s 
+&] 上 存在 ，‘# 汪 0)。 此 时 有 
cO VO C(pOS,000 — Pid), HEr, i], 
ED e 9C) + | fom zs, dn, ?C[s,544]. 
HER, REEL S GU €CW, Pris, yD DUAT I ERE 
为 确定 起 见 ， 设 sat, (ETF st 的 情形 ， 其 论证 完全 类 
亿 )， 则 对 于 区 闻 [tn sto +4] "E BI (n, £56,909 04 C [tg ,t]^ 
保持 在 WW 内 部 的 :， 我 们 有 
[eG 9200 ~ Tto PIE CD) 一 由 (0)| 
«T [Fags du + | FCRACEOL 
-fG, £e du lp pl -M|t.-si 
sef IEXCKROESE NCPRCMIDUM (15 
根据 范 数 的 定义 
lz,(5,93— Eto P= sup Iz(5,90C€DCt,0D 
-Tux8«€XU 
-2t PHP, 0) ju 
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现 考 察 满足 0<t f CARE, dero APAA PER CD 
的 A( 见 第 一 章 32 中 2")， HRDLE, 一 站 < 于 是 必 存 在 一 个 5 
EL 一 r,0]， 合 得当 8 Er -r EJPD € [ptt, -r), fo], 当 9 
E [0 时 ptto)Ettist， 由 51) 于 妆 站 ET[E ,0 时， 有 
|zCs yo (pct ,80)) — vC. po (pCE,9)5| 


«pi-ol-Mits-s] + DÊ puo 
— EYo)ida, (2) 
Tü348c€[-r,5]B], A 
ICs, 40 (p(,0)) — zt, 9) (CE 80) | | b — ell o v, 
(3) 
其 中 Y>>0， 当 5 一 机 时 Y 一 0 
BEC GAA, RHE 
ESSM — 8, CE DE sd oll y EPT 


r 
«a | Ts, y) = EC, ,92]l du, 


应 用 了 ellman 不 等 式 得 

Izis,- Z ta, gl T] P] y M|ts — s[ Jet, 

B EBBEWBERCPLS IV APPIA, T, 保持 在 多 

ARR EEY. FAAS oec, WRAS, 
GE) «min(g, &e-^4/3M) 3E EE ista | Cey «ee £47 
EE ME GTLIMEEIONMEULLTEC OI MES: Etta +A] 
jfi, zog eCt.. EDPRIBZEW Pul] tA 

E, (5,30 一 2, (59 p] «6n, (4) 
xxx Hdr( VO n ER, tA, RXI—UICDISIQ-A1,0D 
式 都 成 立 。 证 毕 。 


附录  HXxELHIRSERFDE 


关于 无 界 兴 量 的 REDPE 的 基本 理论 ， 除了 上 一 节 亡 述 的 P— 
" $6 * 


背后 型 FDE 的 基本 理论 外 ， 文 [193] 研 究 出 一 赛 更 为 广泛 的 无 办 

ERFDE 的 解 的 基本 理论 。 它 首先 建立 一 种 图 空间 的 理 沦 ， 

然后 在 图 空间 中 建立 一 般 的 无 界 请 量 RFDE。 
$(fi)-F(t,v(s)utmS-i) 

的 解 的 基本 理论 ， 自 成 体系 。 本 书 由 于 篇幅 所 限 、 不 能 在 此 作 详 

网 介绍 。 和 希望 有 兴趣 的 读者 参阅 文 L193-。 
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第 四 章 


无 穷 延 滞 RFDE 解 的 
基本 理论 


在 第 一 意 中 介绍 过 无 穷 延 灌 的 泛 函 微分 方程 的 概念 。 它 是 指 

HAr OARRA 

aD a,m). 《1) 
EPHE- ER, LEH 

z(0)—z(i 48), 8C (—co,0]. 
mif, 6) WIE E Rx Bép3URISR'BAIEM, BI GXCT 
(00,0J 到 R' 的 函数 空间 。 它 称 为 状态 空间 或 相 空 间 。 

由 于 区 间 (œ, PERH, W BRR ARH REE 
前 数 ， 其 人 性质 也 是 不 理想 的， 既 不 如 CC 空 间 ， 更 不 如 空间 。 为 
了 使 方程 (1》 的 解 的 基本 理论 的 建立 成 为 可 能 ， 大 们 不 能 不 对 B 
空间 加 上 某 些 限制 。 其 中 JT.K.Hale 和 J.Kato[ 33J 和 K, Schumacher 
534] 于 1978 分 别 对 3 空间 建立 了 一 套 限制 性 的 公理 系统 ， 这 两 套 
公理 系统 虽然 不 同 ， 查 很 类 但 。 最 近 ， 一 些 作者 对 [33] 和 [34] 所 
给 的 公理 作 了 轻微 的 改进 p in ilino[35], Kaminogo[ 361, 
Naito[ 37 及 SawanoL 38135, F.Kappel 45 W.Schappacher Tr (39 1i 
对 -33] 与 [34J 的 公理 体系 作 了 深入 的 讨论 与 比较 。 我 们 在 这 里 介 
绍 的 是 Hale 和 Kato 所 建立 的 理论 。 
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d Bih Co, OIAR" h S RRUAR A RES p RE s 
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H, EERIE, PER, Po ju UEdOO - (D, («0 
BRE 纪 中 给 出 了 一 个 半 范 数 |' | 并 设 B=B/|* | 是 一 个 Bahach 


ZE. REAN 1s 是 由 1"| ,自然 引入 的 ，B 中 的 元 素 用 6, VFS 


表示 它们 相应 于 名 的 等 价 类 。 对 任何 ESB， 在 这 个 等 价 类 中 
相应 的 元 素 记 为 $， 在 B 中 6 = 的 意义 是 ]$ 一 31, =0 对 一 切 $E 
$, PEP . 
X BOoORÓóCB, WO'ZI C-oo, - BRE — 8809 1E 
jj 为 B 中 的 兴 范 数 ， 其 定义 为 
($l; = int(int(|$ [5^ = 0) iq 2 9). ER 


"eB $c85 
HFIS ils, KISEB: o]: =0) 为 B 的 一 个 子 空间 ,因此 
B’ =B/]> |; 
变 成 一 个 Banach 空 间 , 其 范 数 可 用 半 范 数 |. 1, D ACRES K, 
iBall $ 
{9} = ($ € B:|6—9|, =0} 
AEB'MMNGEGUX, Wpj'-é'mec(óh. — 
对 于 定义 在 《- oo, c) ERE FRH IUE tE- 09,0) 
M. WAGON 
z,Q(05-— x05, ai, 
给 定 4 之 0 和 8E BB， 设 . 
FA$)= (2s(—co, AIR", 2,74, 2(EL0, AJ 
上 连续 }， 
及 F= URAN €B ), 
我 们 的 第 一 个 公理 是 
公理 (9,) 对 所 有 的 XEF4s 和 所 有 的 1 E50，A]， 名 EB 
JéüblcdER BUCH ET. 2, 的 元 素 。 在 这 公理 下 ， 对 于 任意 的 
82035cB, SES CB, Ea 
$(8) = (6 B), 0C (— 0o, — BT. 
RERE murs B^ = (oe Bur = 于) 9E 可 中 的 组 性 算 子 ， 
-69 


WEER) - $(0 B), CEC, —81h, PEt, 
第 二 个 公理 是 ` 
AE) GEB Bügonxtó = v. WSHEDIBIBLTO, Iq—-£],- 
0, d'Boct'0, £c i^y, 
在 这 个 公理 下 ， 才 有 可 能 考虑 线性 算 子 tr':B->B!, 其 定义 是 
XHMERgUCT'ÓNPSCB, 1'0- (9),. 
用 11s 的 类 似 方 法 ， 我 们 在 B 小 引入 半 东 € 数 [| co 。 如 下 
I$] co = inf finff |f|} P(O =n), 8€L-8, 011m 


vcBécB 
-4). 

公理 (es) |i 所 | (e c 161; XHEXBISZ0. 

由 此 公理 我 们 可 以 看 到 ， 如 果 z = ye RHONE ECCO, ATI 
2ff) = WC)， 则 z= 5,。 这 就 使 得 我 们 能 够 考虑 zx CFI DUREE 
EFKA) X FEES nq 6 - vi óc -9(0, Bib, 
我 们 又 作 如 下 的 假设 . 

Amp 1$(0)1<k| 多 1, 对 任何 EB 及 某 一 常数 k。 

此 公理 表明 当 对 每 一 个 节 当 划 = 时， 芝 (0) 都 是 相同 的 。 因 此 
H[HjéCco) cR. MK C DENEA 

Aa AO Ekl is XHEINOCBIEX—Tk. 

以 上 是 空间 B 的 基本 公理 。 在 本 章 中 我 们 假定 公理 (00 至 
《q4) 总 是 被 满足 的 ， 在 这 些 基 本 公理 下 ， 我 们 用 独 同 的 字母 8 dé 
示 B 和 3B 的 元 素 是 不 会 混 清 的 。 因 此 ， 今 后 我 们 将 列 去 5 中 元 素 的 
帽子 * ~ >， 甚至 对 空间 B 也 如 此 ， 除 非 需要 特殊 考 感 。 

[spo RXB 中 的 一 个 开 集 ，f :9 一 Rr 为 给 定 的 连续 函数 。 
则 关系 式 

E )-f m) e» 
J&O LB9J58 REP EE SIL AUR, 我 们 有 时 记 作 RFDE(f) 或 
RFDE(f, Q), BDERIBIEN—A IE B SERE U(CT oo, f 111€ 
JR, HbhtclH G E90，z(1) 为 连续 可 微 并 且 在 ! 上 
济 中 (1)。 则 丈 z 是 方程 《1) 在 I 上 的 解 。 对 给 定 的 (tf,, EB, 
. 70» 


我 们 说 o O JÉJOEECD dd Ca 90 的 解 ， 是 指 如 果 存 在 
"i EREU,» DEDEDE o AT ERIS BE BUS, Cos 
=w。 这 里 ， 通 过 公理 (44》 我 们 应 该 注意 到 C to 9) 
ec» ER" pA ERE C, to P) ERIUM E P4. 
ARE, BEA TRH 
ERHETO 的 局 部 性 或 全 局 性 的 理论 还 必须 增加 假设 才 
行 。 但 无 论 如 何 ， 上 述 欧 公理 对 我 们 考虑 特殊 的 空间 的 例 半 是 有 
肩 发 的 。 
pli 可 积 函 数 空 间 。 假 定 9:( - ce，0]->R 是 一 个 非 负 的 局 
部 可 积 的 琐 数 ， 并 满足 对 尾 何 «C0, ess, sup(g( S) tcs 0) «Coo 
EAS—Mrxod3secc-o, 0]-N,, 
gt - SG gS) (25 
其 中 NN; 是 《~ so，0] 中 的 某 一 个 测度 为 零 的 集合 ,而 GO C co 
0] 上 的 非 负 画 数 。 例 如 当 g 为 非 碱 时 便 能 满足 (2)。 在 上 述 前 条 性 
下 ， 对 任何 的 ?7<sup{IogG(s)/s:s<0}，。 罕 在 常数 CCY) 使 得 
KOLCE 当 fs0 时 几乎 处 处 成 立 。 (3) 
事实 上 ,可 选取 s = 3,<0 合 log8G(s)78 zy ZR BIG, ) ceti" EN" 
为 《~ ce， 的 中 的 一 个 集合 使 得 对 某 个 整数 K 有 1~ks. EN。,， 关 
下 六 的 测度 为 零 。 击 于 当 + 一 中 3 s 生 0 时 有 
gG —5,) zxG(sS,)"g(t —ms,), 
FEC, Q]— N*, 


E, RIAT 〈3) 式 ， 其 中 
G(y) -ess,sup(g(3) :0228z5,)*max(1, erT}, 
HEY du 


Gs) = ess sup T £22 
|! WjGGE Era ED R, Hpi, seco 
GCE DAOG), 
因此 ，G 本 身 满足 ( 3) 式 ， 即 当 Y<snp Tlogess, sup —«1t:5 


git) 
. 71 * 


时 ， 育 
Kitts) -c ri 
ess, sup xn ^ (peri 


Æ Fess, sup{G(s) 10225255, BUR JE S E 2507, 
d B-(ó:(—0o,0]--R*, 可 测 且 [$i 之 o2} 其 中 


ils {801+ [^ ee6)1468)1d8。 
对 应 的 8 空间 为 Banach 空 间 ， 它 满足 公理 (@,) 至 (2)。 
现 验证 (1)， 设 f EF4，A4>0， 则 26€ BAH ECO AMP, 
函数 #(6) 关 于 6 可 测 且 
i1 57120015 | O-H lR ide 


«E 9(0)| C£ - 0) |dóscGC- £) [2,3 


+ supjz(s)|| Odoo, 
因此 名 € B, 
公理 (84》 当 k 一 1 时 是 寝 满足 的 ， 由 于 当 且 仅 当 在 {0:9(9)> 
OLES 2400) LEARNO =A, RAE) 显然 也 被 
WE. d DARTERS CISCO) 0) 59250 时 是 一 个 
JXÉS E-r, RER., PERH., lé[.-1215 Aleli = lé- 


$i, Jk 
— $D, 6x: - B. 
$a» - Hi -Batt 
VD, KAM eim. 
例 2 k 
B-(é:i( oo, 0]1--R*, Æl- oo, -r] ERÍ WI, 在 [ 一， 
0J LES, [$i oo), preo, Xd 


idi; =í sup1g(9)]?+ | acht éco itae) epo, 
Cyxd«s 一 mm 
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其 中 gt ~ oo, 0] Rin BUL BEES XE 
读者 可 验证 公理 (ai; ) 至 (zc4 ) 是 被 满足 的 。 
例 3 连续 丙 数 空间 。 对 任意 的 y>0， 设 
B-tó€C(( ~co, 0], R'):e7*ó(0)a340-- — 时}, 
X4  lêlg= sup e'*|éCO)]. Go 
先 验 证 (e; )， 如 果 当 96- conje'r'$(0)—-as, Wl] 当 8-9 — oo 
Wb. er ACE + 0)—a,e7'', 


由 于 | 有 3<max{ sup er |$(8)], supet |(0)]] «max 


{Il is. olsh HAAG mE. 
AE ORAE, DIXec-Ó4eWEX E4090), X 
Mo ) 是 被 满足 的 只 要 1 = 1, 


$2 解 的 局 部 性 基本 理论 


如 果 我 们 想 在 8 空间 中 建立 无 穷 延 实 泛 冰 微分 方程 的 基本 型 
论 ， 光 靠 公理 44:) 齐 (%s) 的 限制 是 不 够 的 ， 我 们 还 需要 增加 一 些 
假设 。 

(81) XIBz0, FEREZA (COH 

16] i xk (B) lÈ fe; 
其 中 leles sinf( sup 14(9| $24). 
PeH 


(Ba) 对 Bzz0，t 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 它 的 范 数 
MB) =i PSP ， Lm 


是 局 部 有 界 的 ， 即 对 任何 8Bz0 SRYEBRUARSBERU, £58 
sup Miio, 


(B,) NUJRzCF, A70, WjxX-FifELO, AJE ES 
VERE XI(— 00, A )-- RO E24 £, 0 (— oo, A, T, €B, 
HADET AO EER WRAT PHA XE SERIA X, 


e 73 5$ 


| | zs KR ít to) Sup [CS + Mt tad] Te ln, 


EEEa A), (1) 
这 是 固 为 由 公理 (es) 及 假设 (6 D, Bone 
jm lel t lel k B A iea t LL slee 
BBot-—i ERAY 
引 理 1 REBBE: ) 0: BORA, XF 
FAT) = DJic€ FaGOizCO£HELO, AJ.EJEL—ERE 2E 


c 
PREL da DC BXPEHA« oo, WES 
To = {si ELO Aj, z€ FOOD E BLH4 reri 
2 关于 + 为 同等 连续 。 
【 注 sE, A] 上 是 工 一 李 普 兹 知 的 是 指 存 在 正常 数 
IL， 使 得 [9， 丰 ] 中 的 任意 两 点 ! 1 和 :都 满足 
Iz(£ akt O | m Llt,.— th 
证 fExEHRyj(zi;:/,€ [0,4], aC PIG, 我 们 可 以 假定 
tht EIO, AJ, shper, z*()- (D) EDO, AT 3x Hh gk 
Y, PX Erm EZH, KAGO YED0,A] DGEcEGEACGÉÉ, 3X 
ERITAR, HAM e )5000)—6(0)0 22?(00 F^ C) 
在 [0,4] 上 为 一 至 有 界 。 现 定 尽 
fj t0. 
Pt), 60, | 
则 zxETS3CT)。 于 是 对 小 一 x 应 用 基本 不 等 式 《1) 便 得 
|zi- x] ek, CD sup. [a*() 7 2*8) | + Mi COS 7 6L». 


因此 ， 对 给 定 的 e>0， 我 们 能 找到 N 使 得 当 k 关 Ni 罗 ， 有 
1z^- d E, ELO A]. 


x(t)- 


It- s[ «OI 
PACES t,S€E0, A1. 


和 74 = 


Wk, MERN Ai kN ai] tes 1.100. TH. 


Jet, 7 m, [as [et 一 Talat [Tig 7 En Pr 


MKzemax(N;, No BRS. MAT ERRERUS 85001 E. 
下 证 结论 的 第 二 部 份 ， 考 虑 函数 (D CFLGDO HEE 
CECS A), f=0, (25 
应 用 不 等 式 (1》 得 
ICE) — CX, lg k CE) ]6000 (00 | + Mi CO] 6i ia 
«(KR OE M OD) 6 dla, 
Bp 0,3 T 0 E SEES ARI. HDTGRÉE (ME (AFE 
连续 的 ， 故 〈%), 关 于 G, do 是 连续 的 。 因 此 ， 对 给 定 的 e>>0， 
FEOS 0, Hs pEr, ASt, sz0, [£—s|«20C6) 时 
1690, A | ae 这 也 由 于 Fo 是 紧 集 之 故 。 从 而 当 s 委 fs+ Ge) 
时 有 
[m7 xs ICE - — met [m (20, ln 
«er k,C ssup alr) - a(8)| 
Setki —SsEb-sJ, 
这 说 明了 2 关于 是 同等 连 然 的 。 
【 注 】 ” 寺 证明 中 可 看 到 ， 如 果 工 仅 含 一 个 元 素 ， 则 在 引 M 的 
第 一 部 从 里 可 删 去 假设 (8;)。 
下 面 的 引 理 是 显然 的 。 
引 理 2 BE CB.0 P m TEA SÉSEBURFDEQ/) O 92 
的 解 必 须 满足 下 列 的 关系 式 ， 


Ti FP 
a(i) = p0) + f fs, zs, iz. 
E dE. 
由 引 理 立即 可 得 到 下 而 的 结果 。 


引 理 3 假定 假设 (8,) mor. Bux" 是 无 穷 延 滞 的 RFEDI 
(fra， 吕 》 在 [0， 丰 J 上 的 一 个 解 ， 双 假设 大 在 一 个 2EF1 使 得 在 
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LO， 后] 上 zh 一) clr, QUWkcopb. J H 4 k-o 有 时 
AG, d) fü, €) 在 集 98o C8 上 一 至 地 成 立 ， 其 中 全 {+ 
zbiCc[0 A1, kclh Wiz) ÆRA LRR REDES, OE 
L0, AJER — A 

定理 1 {在 在 性 》 在 任何 Ge MEL, MR (8.}) 和 (8B,) 结 
STER NEHERURFDE(/, $2» FE Gp) 的 解 。 

证 ”我们 妈 销 出 证 明 的 主要 步 鸡 ， 因 为 推导 过 程 与 有 办 滞后 
的 情 总 是 类 做 的 。 

BEF AD 式 所 定 祥 的 函数 。 由 很 设 (LCD, 
SPOXQBUXESEGESE. GEAR, y oc dàn) 4E HB OH) REDEG) 过 
Go D 的 解 ， 其 充分 与 必要 的 条 他 是 y 满足 下 列 的 关系 


Ja =0, 
: (3) 
cos f ts CB) t yds, $C[0, AT, 


RKpynysg X J&gCi) =a $0 —- (0901, 

对 任何 的 02> 0820, B 

A(6, p) - {6:( 00, O]-R'3ESE, EO 8 5(1) 50, 4 
t€ro, AIRTIECE Lm, WACO, m) J&BanschzsjgiC'(C— oo, 
9j, RY d — TB ELS SS, C- 900, 00, RO HC 65, 
IREI AR rj ER] BEES A Die 29: FUR DI £8 CR 8 [8] 

XHERGCAO, m, B OG OASBTGSXTIfDO 0E 
续 。 设 D 是 了 中 元 素 $ 的 一 个 都 域 ，6 > 人 0 为 固定 。 对 任何 270, 
Bi 司 : ) 昔 会 了 存在 一 个 ?>>0， 使 得 当 1E[0, dl, EEA, 
T 时 js<e。 固 此， 我 们 可 以 假设 0 各 9 足够 小 ,使 得 fEEL0， 
0,1, EEA m,» TW, BUB V6 cU, 

HEA, MD 上 定义 算 子 T 如 下 ， 


0, f«70, 
ETENE) = i t 
[fers, e Cds, m0, 


Rrp£cA«q, m, 
*. 26 . 


É rih 


HTAR, (D, STAES, WoW EMRE Wo 
0«047Ó,, LNL ALCA, mit, BA TEE C- eo, 
öh R), 

FEIE, COD MEER ó mg. WTA, q)C-ACO, y); 
GD TAY KAT did TOÀRGEBRONWJBBUECB LO LCS IE Schauder 
PaE BETEA, m 上 存在 不 动 点 go 也 就 是 说 7 满足 
CD 3, FAT Soy RRR, BEP rE Oo, tt ALE W 
足下 列 关 系 。 

E -9, 
ist »sco «T fc, sds, tELta, tat A], 


BiA REHNEBURPDECG, €» FEC, «ong. bib. 

定理 2( 叭 一 性 ) 假定 假设 (B81) 之 (8,) 成 立 ， 且 存在 常数 工 
懂得 任何 的 (0.40, Cto C Ob, A 

JFE D — f CE D | L| — s. (4) 

MEE EREL), 88 

(EE po DJL [d - tla tIio. 
特殊 地 、 无 穷 延 灌 的 RFDE(Cf》 gite 40 的 解 是 唯一 的 。 

证 Wu imOug)-m. 4s Bii, (22 € 3| 
理 2 可 推 得 


(E sk GO 11500 30) 4 f Lucs) ds} 
to 


*MiCE- tol- |n, 
ERAM (0,5) du 
WO [EE i kt M Ci oio yla 
+ 是 u(s)ds, 


应 用 Sronwall 引 理 ， 便 得 本 定理 之 证 。 

EEKE) 如 果 假 设 (6)，、(8Bs)，(8s》 w, 145 
7PREHEEERFDE(CÉ, ME, Pomp urn, MAAP 性 一 
紧 集 W， 必 存在 一 fw EL9，9)， 使 得 当 ex EO CES W, 
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Li 


证 BEREH AE WCRE, WEE- PF 
ie BR Ga mO EW., BPW, WOTi B e w, E 
WEJ (0.40, WIRE HON HETET E E > 0 AL, WEM, Y) 
BFW Ae — iRU Qnb, G, WaLL, 

WERRIBEE i—i aF. M men 延 
EHA, XX uy aO Wea a E a 8 e mHE 
"lb. RRHH EIEE, BEng t- d AE, TER 在 
EA Ek HER EO IEL e e | se 为 其 正常 数 。 显 然 ， 
REIN VB WEee.. Flip M Gate tb x tu aE n 
3158 SC pira 

z*G) pU TG, EX Eg 
eC, Ett 4, 
Wz*€FAD), RAD- CÓQU.Um, D) A Ri, ME, H31 并 
ERSA iT tunt o m,e BÓ IE eoh, e= 1m 
X, .|a0, RTPA. WEH, 

ERA ERE 在 定理 3 的 人 想 恋 下， 斯 朵 7 将 号 中 的 有 Xt Bj 
fEgRSIADA RE, MAF £2 PRERA JV PISR W. 必 存 在 一 序列 
Aa, BERG x0 EW, 


ikh. MAL? - Ro BEBI IX ERR E: eero Uk t (8 19 
lel kiola CX) 
MFE A r ER Hat ca Gene W, 

证 HHE NEW. 2。 

TE XEXCXBBUAS— BRODURIWORIERR, Mit cE aae) E 
W3—j&€re, ése. Nui. WAO A e E 
Lo, 6) AAR. Ma x00) WEE E, al 3S1, jM 
fi 时 《fo W RRA (05,400, ELR T 2533 延 
WA RFDE(Db FEil (0.40 的 解 ， 这 与 X(t》 是 [90,6) 上 的 不 
可 延展 解 的 假定 矛盾 。 牙 定理 的 第 一 部 份 得 证 。 

下 证 定理 的 第 二 部 份 , 苦 顷 该 对 全 不 真 , 风 存在: "序列 { 1}， 

. 78 * 


fj 6-, BER (n, mOCW. IB 

DP-CI[C, noue. e, Ü): 
是 中 的 有 界 集 ,如果 Tn( 这 种 情形 当 2 =R x B 时 总 是 成 立 的 )， 
但 T 光 界 ， 我 们 能 够 迁 联 一 序 剂 {54} 使 5 一 0 月 {zl1s=C， 这 里 
的 C 是 这 样 定义 的 ; »pC.-sup(lélgs CE 40 EW, £€[0,0)0], 
C D ks ODE Tim M.A}C, 1, 


EI RAIA EUR ES- I as Jelas, PCI, 5,2,18 
P =C, mt EI}, T=ULts, S] 


出 于 To COOH AAA, Aird 在 J 上 有 界 ， 设 lf (1， 
XOrmb. HARR) 可 得 
Ens, EER CB) CIC | LB + MGR 1n, fe 


(Kk fok MiB) C, KaB LB,, 
Ba = Sh Ere- 


由 于 keco BEBí—- 0 MUCTE A CREHEE [284 1a C, RT slo = 
CIS. WTN OQ 0 CERO, PETI, (umo or, 
PETNAR i Ab CO iden 0, ró-o, 使 |zo hl 0, 


Hik, eC REAR ROR ET GE, Rog psslAgD e. dH 
CW.SWUODESQWUET E, MORTALE 3 AAE w, Sig CE 
Dir, OR G ro £W., WILT t CE, 40 Brux € 
W, XkJEBADSA SPA ROI EISA Bj, Cf, zOC Duk SERES 
dk. BDuitobe rrEOm BS eT. 

BER 和 xt》 在 [c， 约 上 的 有 界 性 及 工 的 紧 竹 ， 重 复 
相同 的 论证 ， 恒 可 茧 到 了 矛盾， 从 而 定理 得 证 。 

条 件 ( 杯 ) 可 册 下 面 的 假设 得 到 。 

(B) 存在 0s 之 0 使 得 对 任意 的 和 GE 8 和 某 一 常数 &。 都 有 

[6(9,) | ko | 9, 9. 

引 理 4 EBEE), 0, (00 之 下 ， 存 在 一 个 些 数 fa， 

使 得 


二 79 + 


[6(0) | k* bia (8) 
XHE—9CL[0,, 010 € BR 

证 PEB, BSF (HOME, MAAE 
Xp £2 OA EB, KAB) AFE COO) [xs 1G] s A 
一 方面 ， 由 不 等 式 (1) 和 公理 (94) 得 

| CD asc (Ce COR M CE) ) | ó ln, 
Bsp R)8,«OBE (0:002 (60,5, DIE, XIUFOCES, 4] 和 
k*-k, sup (k,COk& M, (D) 4t 0-0, 便 可 得 到 (5) 式 了 。 
证 毕 。 

定理 5 GEAR E ERFDE, Qp) 的 
HrU, PD EE [fos to Alb, A>0, WIE— RL, KEH 
HEBDO. Bo; Go Weg. MHE 620, FEAE 048 
FAG, PER, |s- t | «000, |y- plad), WA 

im, PCE, Place 
XBH tELmax{s, t), f, +ATEY. Hopro, v) RRPFDECP) 
ECS, O REH RE 

证 根据 Boni, mapt ELi, £077) REIN, 
故 存在 s>0， 工 >0 使 得 G, D cWmgum e, pl EL 这 里 
B)W = (0, pelt esje, [Yan p laset Eta, 
to + 态 ]}。 由 于 到 是 Rx BHARR, di Tietzeg 7E Ema E 
Rx BEEFT- ERAMI, ERER x BEII, v)|sL, £ 
Wrs- f, 

[B EEGPBAMORIX, MEFE ji. p% s À-1,2,.-5 
[iibi pD EW, Itas fil < lpi- plL, s, € [max 
{os ap Po tA] 及 [ap ns Pf) TCE Plass 我 们 
W GHR ESS, 69-68 及 当 tCpmax(£,, dah, Salit, [oxi Es, 
tki e| 之 80。 为 方便 起 见 ， 我 们 记 g =p. 

根据 定理 4，x(f， 多 ) 作 为 RFDE(9，R x BOBSAR np SETR it 
si 至 1 十 入 +T， 此 延展 解 记 为 办 。 显 然 , 定 尽 为 VOD S UEM EA) 


= &Ü 


HWXERFDE(g., RxB) 过 (0, 99 在 [0，4] 上 的 解 ， 其 中 
iC, V) g(E ef. Jo, Bi T= {phat RME Igi, 
iHi] 38] HMEPIOO. db, (C6, sD:fEe[O, AJ, hz0)- 
WA BUT PI uU) HefytiEyscogN EDO, AJ Eds. 

HBicPsSGEW. E—3«dc Sup. der sp Sion] REDE 
(gi) 过 (0, m Bully. WA, ESL x) y(i—1.5) Bg x d 
DEDERE C a, v) 的 一 个 解 ， 它 满足 [m ~ mu Cs, 09027 £6 
Hep. salit, (CF, sO EW, WE, XX JEDFDECP TEE! as 
8 上 的 解 ， 从 而 产生 了 矛盾。 证 毕 。 

应 用 上 证 相同 的 证 明 方 法 可 得 到 下 面 的 结果 ， 

定理 6 (连续 依赖 性 ) 设 定 理 5 的 条 件 被 满足 ， MALAE 
BREDE ARR = 了 ;关于 是 连 急 的 ,其 中 参数 A 是 菜 个 Banackh 
S E GR, JUR. REDE OG, ORG, X 
Cfi, P, A) HE, 

ARAH, Æ $ DBIBBIL- MAn ARRE (BD 
《Bas:) 的 。 对 例 2 的 空间 《和 包 揪 例 1 作 为 p=1，z=10 的 特殊 情形 ), 我 
们 可 是 


K8) = INEO © 


ap =g for 
1, Bzr. 
对 例 3 可 取 
Ki(8)- supe, M, (gy =e", (7) 


5 —À 08, REAO 对 例 2 芍 空间 当 r = 0 时 是 不 成 立 的 ， 但 
Hr>0 且 所 [一 Fr，01 时 却 基 成 立 的 。 对 后 3 的 空间 则 所 <0 时 
iLe 


+ $8] » 


第 五 章 


ULIS PET I 
NEFDE 的 解 的 基本 理论 


在 第 一 章 $2 中 惫 介 绍 过 站 界 度量 的 中 立 型 沁 函 微分 方程 的 
基本 概念 。 在 杰 章 81、82 中 将 介绍 其 解 的 某 本 理论 。 在 目前 ， 
AJNFDEBRJZUEOKUR, H ADATA 的 NEFDE 发 展 得 比较 完整 些 ， 
故 本 竟 将 主要 介绍 刀 算 子 型 NFDE 的 基本 理论 。 在 83、S$4 中 还 介 
HAA &EBE 0 D3T T Z)NFDE(RHC S: PC 3L 3E 4st. 

六 了 介绍 解 的 茜 本 理论 的 需要 ， 我 们 首先 介绍 有 关 的 预备 知 
识 ， 亿 均 只 叙述 结果 ， 其 证 明 读 者 可 参阅 有 关 的 参考 文献 。 

EKLO 设 B 是 Banach 空 间 羡 的 一 个 有 界 子 集 ， 则 

(B) = inf (d BRA 4S WLA- 4648 JF dl 88 36) 
称 为 也 的 非 紧 性 kuratowskiiil] HF, 

非 紧 仁 的 kuratowski 洞 度 具 有 下 列 的 性 质 ， 

G) eCA) =0 5 B BOR AE, 

(ii) eA L, B) max (LA), (B); 

(dd) e(coA)5e€(A), COAR RA WHHL, MERAH A 
AER AZE); 

(iv) (A+ BYR ra(B), (A+B= {4at+b:ats, 

bcBb., 

E2 déXgjBanachzz[n],eJE X B) fR jJ 3p SS EK utatowski 
测度 ， 了 :X -> 大 为 连续 瞻 射 。 如 果 存 在 常数 &:0<&<1， 使 得 对 任 
Au] Bg ESEBCT X, (TE) «kelb, MT EAE 

miu tU (Darbo 不 动 点 定理 ) 设 了 是 某 个 Banach 空间 的 一 


e82» 


TUCHFRBITHR. Tr =r Eeki. WTE mp 44 8t 
A. 


$1 有 和 界 湾 量 NFDE 的 解 的 存在 注 、 
ide iui 


PUE EDAET-SEMI rb E20 ERMI 

FDG, Dfa, m). (D 
HP 30/13 9-- R'& yk £2 17 B , Ho QR x Crp iR AE, 
Déco F0 Ab CT Sg. 

定理 工 存 在 性 ) — dIERD ug APR Cu. MER, HDG, 
4) HOFTER Epfréchett&EE, WA gRÉCD Ea, p) 
的 解 。 

证 “将 方程 (1) 的 初 值 问题 


ina, xT) = ft, D), CD 
Ti =P. (2) 
写成 等 价 的 积分 方程 


Dit, 1, x,4,,)— Dito, q)— |^ fa, Tu. (8) 
Ẹu= igts, CO) 叉 末 写成 


Difa c1, Fs) — Dto, p) = [ fits s, Zs, 


do 
(45 
4 
Ø) = (96D (—rsfen), R r 
po  CE00, 


Wo Spt. TED LUFE 


Ea HEJS PUJI )a 


. j * 


Do 45, +a) -Dlo 92 [fet ns o nos, 
| 
(5 
EFD, 4) Xtóül]Fréchet RDG, 0) 为 C>R" 的 线性 
HEAT, dtiMieszguon EAEE nox Bp DACGEEAMBERE DX 
p, $, 0), dif 
D,G, e - | Edea, 6, OINO, PEC. (5 
ERDERA METAR., WAT 
detA(?, do$stdeti[u(£, 6, O- BRCE, $, OAD 
现 将 (6) 写成 
D,G 9) — AC, PW) + taouct 0.03600. VEC (0) 


sELSCESSIUiBF, 
(GSpot)-20 (-refsb, 
ü- 
) laan $0600) = | rd Cfa +Ë, Pis 
-F 
Jz +6) -[DCU, pI~ DI, +t, J-i 
+f, Piro) — Dt +É, Q0 ~ Dotty tt, $02] 
(Garage ARER). 
Eao R0 Coraia) 
i lasai POW) =| FG, +s, (p, + z, )ds 
Iu 
(OS 
不 难 验 证 
MR SEU. (8) 
Hw, -rat OM, (Sz) E) + (Uz) 0) 207 z), M 
ostech, HIBAK cg 
AC tt, POCETI HACE Hi, POUZE) = 
= 人 [dopo ef, Ø, OGL HO + EID, Pp) 
-D(to cf, $i] LD(t, +t, Gozo DC 0i, Gu 
e 84 e 


D- 
-Atia té, DOO -| (digi, tt, Qu, DRG 


DIa fees, P, + YI ds 
0 
zD,, PI— Diort, Quz) 
«fetus, Q,--z)ds- A 7 E, Øe 
iu 


再 由 (4) GCBDAHOD IHE. 
go» su o. 
z€ C([-—r, g], RD Hii —zmp CO 
<> helita E= ØU) HICE E EOE -r, fo +a] 
LEWEGO (X 
HIE, J;ERCD HGe M MERRET OS E0, EA 
程 (8》 在 CtC~-r，9]，R") 中 有 解 。 
为 了 证 明 (8) 满足 Darbo 不 动 点 洁 理 ， 通 和 这 以 下 几 个 步 怠 进 
行 。 
ib Ee, p - (é:C € e«[ —r, el RD, 6,70, El xg, 
tcLO, v1j, . 
4—34. ie, MES CU:E(Qg, pE, B), 
HE, MAH G0, {E  detA(, +t, $00, 4E M= 
max(|A^!(é, -f, $0[, ECO, 2.1). 
l'HDct, DRESIE, DEEE, EMEC e] 
Ej. 有 
[Das P-D +t, 901 - P. 
2" 册 Fréchet PRERE X, MEET a >00, ESEE 


[0, Ey] H, ZEER, gu, E 
Dié tt, tzo Dii rt, $90 -D,Ct, wt, $2, | 


B 
SIM 
s EPD EEC, (oe, Pp, Hopz(0C, R5 表示 由 C 到 
r 85 * 


R" 的 各 界线 性 映像 所 组 或 的 Banach 空 间 ， 恨 据 第 二 音 的 附录 知 D， 
EWELE K. ATEAC, 6. 0, 对 a, DE 
D, sCRJE3XEERRI, E r(t, $, 0) =0， 使得 对 任意 的 ecco, 
n, C, DEL, 有 | | tac, e) «C, e, nr. 
Wt. PEt Ets, WIREL, tJ] 且 ZEE, 8B. 有 


IRTEE +i, Q4 9)]zCf+6)| = i 2 | 


2- 
= I. | «cts +t, Ps a) |! E^ ji IT 


4" 南 7 的 连续 性 ， 只 要 wa 和 8 适当 地 小 ， 帮 t++5 pitz) 当 
sEF0，azo] 及 zEE(eu，B) 时 有 界 。 故 存在 &,<<a。， 使 得 当 1 
L0, €, ], zc E a; g 时 有 


Ife @, + z,5ds | 


«res +s, Q.-z,)ds I. 


ixd81^, 2^, 8^, 4^, HIRS gmin(o,, ts, Ca, 0,0 EB 
BIELO, e]EzcCtE(CG, BD Bj, 有 
[C822 CH) + CU2Y CO) 


«Aie tt, go encor. 2 | 


MIDQ, p DG tt, $2] + DKE tt, P, +g) 
-Diii +t, Q5 — Dci, f, pozl 


LIAC, tt, Ø) dress 9, z0ds | 


B8B, ÊB, BL 
r r a fh 
58. SEE, B b —7 ER. 
iD, +É, Q,4-z2—D(, +t, $0 -D.G,y i, qu 
Sito i, qu 2). 
HEDO, ONAE RA —pFréchetwm pu, MEERN, 
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$, DERAZ, 6, B, eG, 4, 0 20, W4 Tv] xg, 
lé «Bm Igit, d, HOt, $, £i«ect, ó, BB El. 
ES a Eg qwe. a 
[ts +t, Øo 2)2 9i ti, Qu, voi 
Leli E, mu Plz yl, 
对 Ete，B) 上 的 任意 两 个 元 来 z, 和 #1， 有 
ICS2) C22 一 (SU | 


SJA Ga t, d dI ideati, p, 8y]1(2Cf 483 


-u s» [g(t, tt, Qa Zott, Pa ul] 
«Mid Eeu tt, os nacio uct9»| 
toto tt, Qu Bola — yll} 

st Ri, Pe Otel, Ft, B Biz ul. 
RERNE, Ea 

Míy(l, tió, Qj, G) ceo tf, Øp Bo] «E. 
有 从 而 Sza D 7 Gio Jk 2, 7 uil. 
SEE, B) b2g — IE. 

Am. 口 为 完全 连续 

Mik, Ua PALA ET. 

1^ U:E(a, >El, D, 

2^ UHER, S 

3° AHLMAN BOE, B), UB (UB 的 闭 包 ) 为 紧 集 ， 
CAV ERR. FES. 

E BZEle, B), H14 UBSElC, D, WEG, B) XH. 
NKÜBCE(u, 5, An 8 中 的 每 一 个 元 崇 都 有 界 B8。 故 UB 中 的 
iE 37 — SUB Ao 

PLEU Brp ig e CA He £e 

d2cUB, WIODzCUB, WODZE UBV CHR). 

对 于 (i)， 首 先 设 当 f E50， eII Cati, $,-20]xmL, 


. 87 * 


于 是 
| Uz) (00 ~ (Ua) (7)| 


= AC, d, piji Tita +s, Q.TzMS 
Iu 
~) forst poe zoas | 
ü 


<m|| [iy ts, 9, a)ds |Mr|t- e]. 


Hpi, BUEzQCUB, zQ-z(n—o0, X ffi 60, Hn 
足够 大 时 ， 有 
| (Ua) = (Ua) | 
= | (UE) Vad | + [Gz00)- (0220)| 


+ [Uer (U2) Ct)] «S +MLIt-7| t 


E 


歼 只 要 取 9= -Pr， 当 | 一 < 时 ， 便 有 


KUZO - QU (7T) | <ie, 
故 ZB 中 的 函数 为 等 度 连续 。 是 见 UBI fe. 

Snob. Sc UdRa— HE 95 

内 于 + 如 是 将 El(a，B) RIA HAKAT, SUALBDS RE B 
SE, 8)、 有 (SS+U) BGE, B), MC (S++U)B 大 界 。 XNU 
为 完全 连续 ， 故 DB 为 紧 集 。 

A Hea 3E ERI Kuratowskigi He CHE XE. RAAE, 8) 
HARAR RD. WeB) =0。 由 于 5S 是 压缩 ， 歧 FETS TRE 
Osck«1, dEBip Ed E AE AEA SER UR ALI KI. PsC 
e(SB)«ke( B), PE, 

a(S UB i«a(SB) +aUB) «a(SBosko(m, 
WS +UA ER 

ZA, PFPE, MECL -r,e RHA SCOPE. 
PEDarbog, S--UdEE(G, DELAP M. urhÉ. 

AY uH xESROEEEGE XE. SB AtA FAH. 
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引 理 1 rE Banacha MXi nE, A 1 Banach 
RAYA iE, Trx A—TIEE—-BgUR, 满足 下 列 的 假设 ， 

(QU). Fie, RRDA CARERE, FEA, E 4 使 得 对 每 个 
SCIT, TO, Moti, A HEHE, 

(Qu) WAAT, BUEB JEXMEKuratowski 测度 eC) 
20, MEEA HAJM S BC )， 使 得 对 任何 相对 紧 集 4 
SABAHAT, A!) T) 

(ha) 方程 w-T(G, AY 2A.nIIEDHCHWE— £f O), 
BP BUE fel eo AO TER = 处 连续 。 

证 ” 任 取 序列 fA:} 满 足 上 = conj RA., Hou) = TOO, 
Ar) , ZEE EB S5 Ao oc h t holo 

Aik, WI = fei， 并 证 六 充分 大 ， 使 得 当 和 = 和 N 时 A = 
(«C ARLBO", HORB AHERE a R A LBS SBBR UE (O7) 
20, HAHH ATE, A OO EI 

e(T^) Se((TOQ4, MO sec TQ" A ))« aT! ), 
ke-t. kAd )=0, Hl P! -(xO3:kzeN] 为 一 个 相 
HRE, BTF AR, MEEA, BHir(0—2€I(R xo). 
TRHU STE TeJo Brig uito, Tor, OE REPUTO) 
AKER, WATOE), VOT, A) >o) WER), 
gzs E ha), BA9coBpeOu)-9xX(.40. BP ERE, 故 
aCA TEA =A ABIE dk, 

推论 1 THARA XAA Trx 4-> 了 满足 (PP 和 (Ps)， 
T=S+U， 且 对 每 一 紧 集 4 三 4， 有 

Gu) 8 ，Ax) 是 工 上 的 一 个 压缩 ， 且 对 E 4 为 一 至 

(hg). UT, A 为 外 对 紧 。 

Wjrfér-T(, ARIARY JEA = Aa Ab E tE, 

XE H5, R REO R a. e SHES CD Be) 
0, HüEMÉg—ASEEEB-BOU, MAA AA ER A SA 
AB, Brice AH CR LO 4H 

T, ADS, AUT, A^») 
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EST, A^ 3) TOUT A^») 
sein D, A aike T>, oske1. 
OO mrs 
推论 2 DUAQgIDG M b. T:DXx AO DWORRQuO, T=5+U, 
UiMÉCOROOHOH o SO, X)XPAR—ÁAÁ ACA — HS, 
Uce, 入) 对 每 一 个 万 4 六 连续 ; 
ch) Sir, MXjr CT-—SE Jb TEX, 外 连续， 
Ga) Utz, RAe ETE, hk.) RCXEBR, 
WgrfEc-T(O. ABDERXEM = he AE tE, 
iE FARE) Ha), SOC, MAER CHAE 
AXXESE, X UC, AXRETA EARE, WT =S+40 AEA 
Et. 
IES zErRiE— e0, M, ose, POBMB Wi E 
在 6= Ae, z)70, WEHA Ala, fee zii A 


Sir, »-50, Ag] p? 


SC, A.) SCz, Ao M 


es] a 


入 而 Sge, AJ- S(z, Ag) 
Sera) e Sce, Aat Sce, hyo Sez, 和 Ao) 


e € 
-一 十 -一 .一 2 
ES, 2 


ASCG AEC, AANER, HIONO, Ur, MEG, Ao) W 
S. MOT(m, Assi, À)eUG OEE, A.)AbOERE. Hi E 
XE, BAL o go m. 

其 次 验证 (hs)， 由 C1)， 对 任意 的 a>0， 存 在 BOO, MW 
SA A CEOE IS, A) SG, AD ex Wir EIT 成立。 
Blut. XPEEBIRUD'CIHeOUO0. RRXEOQO 0, du lA 
=A LEKOR, A 

{SCs eS, ADEO LEAT O, 


r GN e 


HBk 为 SC， 的 此 第 常数 ， 于 是 
GUT, A2) - u(SQU', X) CUT", AD 
Le, Ate UQD', AD) 
me CSE A) Si A D 
BGOSQU' X9) 
eee T bkQeD^5-i(08-k ec P) 
meih, Hie teci, Hep BOO = {Anh -h Leh 
WEE d AR RERA SANB”), 8 
aT, ADLE), 
Bp EOD. HEE o 
定理 2 (QXEBPLKIIO, IYEOCR x CHAF , AA Banach 
"BIET TUB. DAR x A-R' SS FA R: 
D XPg-—4O, HE, D(t, ó, MEON Bip Xp € 
A— LIRE SE, Doo, 6, ATEO IESPA € A-— POS RC 立 ， 
GD XL fg-—MXCA, DC, à, X) 与 fit, 0, M) Æ 
G, HEUEA p AR €£.90€ Q,DC(E 0, A) f CUL 4, X) 
TECE. b, X.) 连续 ; 


2i d EM 
(Hi Ae DG, Vt. Anf, Sa. s YE [X E] Léo 7r, b] 


LdedEXICH, RNE fg. 
MREP Cias P, My) BI AARNE., Po 9, 便 得 对 于 任何 
ic, q^, AEN dos P, Aa, 方程 


d ; 
PHASE Eon À =f, qao I) (9) 


EREL -+。 的 上 存在 过 (47，97) Bg, Do FED, b], 
CE, p’, AD ENCE, 人 PC 在 
Q', Ao) AEREE 

证 XC, WREKEN, 可 定义 算 子 S$ 和 U:E 
(e, PKA Eta, B), 令 T=S+U。 读 省 可 以 验 还 52，%') 和 
(UG, M) 能 满足 推论 中 的 ho) 及 (R65)。(hs》 贞 定理 的 条 dt 


s 9] « 


UHARIRI. (ho df thay. Ach E-TOR om Og 
ZIA OTEA” A, Abek, MID BIEG’, v, MO 在 和 
=A ABRES, WEE, e. MEYE, E, 97，》7) 处 连续 。 

LRI 和 REDE 一 样 ， 可 以 建立 NEDECD，J)》 mex D. f 
HüXEPRQONDMEQETE. ATERI, dapdh PS. 亦 不 在 这 里 
介绍 , 恋 间 可 参 在 文献 7421- 

定理 3  OE— tD SRC HIR, f: Q—Rt FAH 
WRA LI o EREE Md RE (Lipschitz) 条 fb. m 对 任何 
(£,,92€ 9, FOD 过 (to，9) 的 解 是 唯一 的 。 

证 BFO XC. 90 在 区 间 [io r, 19 01 存在 两 
Airily TEU 


ru 
Dt, T= Difa P) A / (s, vods, 


4 
Dit, y) = D(i,, p] [G, yods. 
3. 


AUBÉÍCER, fotaj, eA, 
BARBA ARCU, xis mimi, ra) 和 (O4, got. xt 
Si re — X4 pedi E 


IDG, #) ~ Dd, y) s ||, e m-f, volds 
<f FICA z,)— Fis, Us? Ids 


<kf je,- ule echo „E Ma yl (10) 
5—7, HPD, Ooni dt 
Dit, z,) Dit, y= DG, yoQ YO vm ~ ud. 
Ap Is -y-—0Bf, v-0. 
WEA AA Riesz EREM, Tp Uc XB 
pkt, 0, 00, E4 
DCE, yox -u) 


ü 
= 人 tde, Y» DIr x0) - yCf +] 
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=Att, ype = yet) 
o- 
«T [d.BCE, ya 0) LxCE 9) yt 0). (11) 
-r 
HHA, glos, P OJS Heft, Vy 072 HAEA TEE 
H p ty rgi bai, aec tepl ta toeytt+ 
060, P 
二 Casa us OT Or Hoy s s 0. (12) 
-r 
HCLO, OD, (12348 5} 


`- 
ieco- gio] A, volt (IC eren 
"LCt 8) y(t 852] 


十 ]ve]z, — ul i Tur sup La = ull. 
ta 5$ otat? 


H M -maxQ|A^'(0 goiby,fiei,-a) 
N=max{ V [u(£, Y Otni ty tije 


L=- 7,0 
-TË Jer yD ]M(N E lp! +e} sup ley 
ta t tadl 
I HEELta, fa EIRE, XA, EP [2 7 vm. sup 


[DTE ILE 


Iz- ycto], Weg 
sup — |x(i)—-uy(QD MIN - |y] ka). sup 
a Pez tata 


ejeg 
EA e0 p 0 N-—0, keia, A M{N + |y|+ ka} 
«A. 
AO zODmyOD, tasisi +e, 如 此 分 步 进 行 ， 便 可 证 明 在 整 
4g BI ErO)yOD, EE, 


$2 4SANENFDENREXEBTSeE 


Ted $mg1S E d d PEERS ANKE. [3 
- 93 c 


AiAENEYE. dU d$ BED T eE DLE ERT t 0 up CHE Da] RR 
我 们 仍然 考虑 只 算 和子 型 的 NEDE 


d 
dq;DO 0 = fO.) (D 


HPD AO R'it eii ER SR CAURE, DEELT OA 
是 原子 的 。 

定理 1 (延展 性 》 设 印 为 8 中 的 任 一 个 有 界 闭 集 且 有 有 一 个 5 邻 
域 仍 会 于 2 中 。 此 外 还 满足 下 列 的 条 性 ， 

D FEWER HR EAE, 

di) Dets), DaD ÆW E— 80k 

did DEW EFO — BAT CE, Delt, fefc HW 
—s$382:, MRD 是 方程 D Elir d 上 的 一 个 不 可 
延展 解 ， 则 存在 大 和 [tp [ER (t^m EW, 

[ 注 ] 了 在 多 上 于 0 处 为 一 致 京子 的 定 光 是 ， 了 了 在 上 于 o 处 为 原 
To HEEREN >0, [ELA ED ML  N,|D4C£H, dO| xz N 对 一 
B] G4) CWySr, Dtp 所 县 测度 光滑 性 中 的 v (6.6.52. 5 
s 一 0 时 对 (2,0) C W— Sire P 58, Xr WE CIB BUG HESS 
第 二 章 的 附录 )。 

证 当 r=0 时 ， 方程 退化 为 常 微分 方程 ， 由 已 知 的 结果 知 结 
EJH. KRRB >o., BATHE b WER, HAt 
2 为 无 限时 ， 由 你 的 有 界 性 ， 鱼 论 昂 然 成 立 。 

URRE Z >b- Repite =p, Meb e) 
(D. Eabh - 900, W] rd GET RARE., TU 
由 存在 定理 知 zx(t》 HAAA., SO hoRupSERÉÉEGUMBOE 
FE. PRAA t 的 连续 性 及 dis((5,2,),W 27-0, BAFE i 
«5, iiw cibh, Ctz0 FEW。 此 时 结论 成 立 。 

2^ 如 果 不 存 在 1 二 那 种 序列 {tf}， 这 时 有 丙种 情形 集合 VY 
-(,. OU CD.) 有 界 或 无 界 。 当 无界 时 ， 由 于 多 有 界 , 结 
论 显 然 成 立 。 故 下 面 假设 7 为 有 界 其 设 ， sup ,12 = 对 。 

这 时 部 果 定 理 结论 不 成 立 ， 即 对 一 切 $C [f,,00, HAG, 
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s) EW. MAE VCW WERE gted£e0,fsfiz( 5 在 [6 一 x， 
D ERGE, Ma ES V ER RA. MATEL AE 
BFH SIYE. WERKER. 

TAHE, dRIpal0. ka fE[b—d, b) kzat, H 
CVIW, WEBERA RR HPV ER. Wat Gii), 
FEREN  O DL ME EE BC (80 Oasan MARGEM), 
yC0) 2 1(020, 使 得 对 一 本 (OG. do cV, l9]«8, OSRE 
Gaser 有 

D(U.d e) 2 DC) e DO 409 - 0(0,0,9), 
[ATIG PD EN, [D4CE 0) SN, 
[9C£,0, DIEESE 
MC (6 ,9,0030€5) | «v GM 9]. 
TE iD BFE) -Dt 0] = Do, ptg, p,p) 


= [Act 4,0090) + | d BU 6,0) RECO) g(t 6.) 
E ü- 
= jAC 9,0090) 十 | «pr *g(0 0. d) 


> OL Njel po el nO iil. 


Ax ÆC erb 上 不 一 致 连续， 则 有 基 个 常数 2,>0 
以 及 数 州 {+} 和 单调 趋 于 零 的 正 数列 {4}， 便 ff 一 04 均 在 [to， 
b Lr, Hd 
IxC f.) z(1,— 0,) | Ea 
IHRE. ER >00, HFP eD Cf r, b-s] b— xk 
续 , 对 任意 欧 8E>0 ,存在 d0, M|f—1:/|-0, t, t^ ECP, 
b= sji, lect) -a(t Se, BTE Gi, 5pDC 00. 在 了 上 为 
— Sü Ye Sk Rf xe0 036 r7 [S8 | £7 £^ 10, CE) € V, CE^,0) 
€VH, d 
IDCt, e) - DCE'd) | ze, 
MEROS), We«min( g, En) WERN S64), 
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pM EESBpÓS 0, 35 e k ERIL TF: 
$,—inf(i c[f,,b5)s|m(£) ai — d,) | ze min(B,8, D. 
Rj (4,02 — (£47 0,0 | 6, 7 min(, e, , 上 述 的 作法 总 是 
能 够 四 到 的 .从 而 有 有 
[D Gs ,25,2 - DOCS —- 04,2, 0,2] 
zDcumX0-DGs2x: 2: - [DG x5 
—-D(s.— Bs Tapa) | 


z DG m, DG Nx Los, 31-8 


dtf =m 


zmin(g e, )/N- Ne— yG)B - q(fmin(g,e, 77 e, 
适当 选 耻 8,，s，e， 到 使 8>0。 上 式 表明 D(Ct,z) EDI. 0) 上 
非 一 致 连续 。 
企 另 一 方面 ， 由 条 件 (i)， 窗 在 B>0， 使 对 一 切 1 € 5.1, ,8)， 
HGD «B, Am PercpDrb) BR 
DOCEAT, mr) DCE, m] = NIC «Birl. 


BDU e) KEL b) 上 一 臻 连续， 这 一 矛盾 证 明了 存在 cz> 0， 
thah 在 [5 -6 5) 上 一 致 连 线 。 从 而 定理 全 部 证 毕 。 

WED, 6)» 对 8 为 线 隆 。 巾 延展 竹 定 理 的 其 地 条 忻 斌 以 减 
98. 

定理 2 GEO UO.D. ff OPARE. XH 
DUG, pD 对 中 为 线性 ，WWSR 为 有 界 闭 集 ，f(WY DURER. Ria 
RESO) ET =r, D 上 的 一 个 不 可 嫩 展 解 ， 风 存在 1 EL 
b) BE Gaa tW, 

证 明 与 定理 1 的 相同 ， 定 理 1 中 要 求人 WW 有 一 个 6 pA TO 
内 。 这 个 假定 是 为 选取 与 (1, 站 ) 蕊 全 无 美的 8。 当 DD(+t ,中 ) 对 下 为 
RER, KEDD I3 nOD. 同时 消失 ， 歼 不 存在 选取 8 的 问题 。 

定理 3《〈 往 后 延展 性 ) SUROCRCCORGOÉEE, EBD 和 f. 0— 
R'Ap&ék, D(1,60 EET —-rabXx ECT, DO, EREXO 
EER Fre echet 导数 。 如 果 (2,,90€ €, WFE, E 
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得 方程 
d Deta) = f(t m) 
di 


TEE NIC. -resto] 上 存在 过 CN. WR. ah WEIG, 
9) ETRE LALE dE EET. MiA WIESE 89. 
HEBT M IE. dE b. EDR TE Ag yH rih, z(t) 在 0 
处 的 地 位 与 在 — rA RAE nq gg o BEIDA 0 Ach ETE Mit ^ pt 
WB" RETE BADHE -ràk ER BIA BDPEEBS Jy aa DLUE 
EH “向 后 ” fe a de dev RI SA, 
下 面 讨论 和 解 对 初始 国 数 的 可 微 狂 。 为 直 ， 首 先 介绍 如 下 的 引 
理 。 
D,.CF,Ó) FEQ Ee YEN ELXESE, MAE REW, FEW 
ÉjyepEEV = VW) oam Eas aW), ERHET (.,9)cV, 
方程 ONE Cam M r EL rt 0] ETE TE 
证 由 2m1 pE ESA RG Sap) 
(MAPE GHE Go, m ERPE E [f,-r, f 2o] ERIARBU 
充 要 条 人 特 是 z= (fp WE 
zo = 人。 (2) 
z= A eSSo[- [nbn eto t2 
+D gpi- Dilot 1,9,)— gifo t 0,9,.,2)) 
ra 
-50,,9,2,7, 1€[0,07, (3) 


XHEIfüzC€C(Qi-re] RO, SU WTG.0,2 HUP. 
Tõi p ZKH) = 0, ECF O] 
Feito PEt = Sé papt), EE eh 
WT tepa C or arh R, HWE (22, 
(3) MAKA EITO p) 的 不 动 点 。 
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由 于 多 :关于 +t AER, WERS, EIER 06-0, "DR 
Ò, = ÖCE)  Uffio«a, = Qs(8),: 使 得 对 任何 的 to, 2 CVOW, 
0,», (€ (0,a, HET 

(Pez 4, 219, -el «e, 


BUE A RERO Ce, «20.,00, 7, MURORH HE BERE Cho, P 
EKW, d), 1CL0,0,], 有 
= ð i qal 
Gatt, POEVW, —), 19,- o1. 


从 而 由 {4d)— (6) At. 当 C Eas pP EVW, ài), FELO, €; l, v 
EC [9] «L8u8 4 


JA-G M EPO vC Gp D) 


PASICE FOODS [go tH 1,9,,8) — CT. tt, 9,65] 
«T e- ci, & CEO, J£], ils oi. 
Ht 有 Gerd m M, l/sttott, P PEM. 
设 Ele, B) 如 定理 1 证 明 所 规定 ， 则 E, B 为 Cr， 
gl RO 中 的 有 界 凸 闭 集 。 下 证 存在 w =aW)>0, BA- BC(W)>0 
TIWIE SBEAV -VOW) ,使 Tip) 为 将 Be,8) WSA E RH 
FP CV — Sm Si. 
外 了 的 条 件 和 斌 的 紧 性 ， 可 取 0,0 和 Moi, ESRAR 
(,,9) € V(OW,O0, 0 GEWRBgIO 4653, n ESTO UND CE 
(A-L (£,,901«M, Lf CE 4 | x M. lf CF pM 
KREMER, Bad wa, DE E >t, Ex 
省 的 Cam CVOV,0 ) 有 
[A- (s, 9) vC, 9. 6) E, EZ őn 


LAIG P IE eu =I emi co - Bl, 
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WEE C, pe. hebes. 
TRHRO«a.30,, OseB.sO., [HU cLDOom], yE C, B, BJ 
HAI C. eo ev(w, Lo, YE Gatt, ov EYW, 00, 
从 而 必 有 
i L (45 
[AUCH Ef, pp] Offo rf, PHYA- gto +t, 
p+, £5] 
<iis 6 EEC, Vb, JANR, (52 
LADU, Æ EERE, TEE 0-0.,0. H B3 4E 
fal Cta pm CVOW,0,0,. CH, 2 VON, da), lfe fil Eds 
[9 —e^]x 6.404 


|DG 9 ~ DOG, Be (7) 


e 


KEROLA, EIEN Co D EV(W， ^2) 
EELCO, G JACE, +É, $6.3 € VOW, 34), PUES 


|DCt, +i, 90 -DG,, ple dua 2 


2d L mi 1 i » 1 
B=- a - minfa, irb e oY = v(w, zla) 
fti. TC, p, Ela, DEl, BD). HT Gp) EYVÆE— EIE 
缩 。 事 实 上 ， 如 注意 8p v -v(w, le.) YW, eocv(w, 


dj，e<serGi=1)2,3)， 则 对 所 有 的 Gap EV, tE, a), 


le 


MLB, € O Har. ATA IRJ Gop) €V, 2, 2€ 
一 *« 99 + 


Ee, B), Ñ 
ITCÉ p, 20] x [A tt, PI DoCE, - 0.0, 
Din[r'DOSg£, Qp- Dit, qi + gl, 
+i, Øn xj + eld 


- d 1 1 1 " 
Xu 4 B T B+ qH* 4 B Uu 5. P UNCEP 


ITCÉ pui — 6a, a. EM, uat nd, Pe, 
dy. E, Pr, ijae ES gila 
TÉ. Qu ZO- Hibat, Gu Br)| 


Maze S z= 3i, LETO, a], 


Hoplel= sup Jz(#)| 17 JIRE ER. Po 

RERBA ARRATI ESRR ET, EIOD 
H C.so EOWA ERREG 9 ERMETE r, b), 
WR 4 CO CU sp) 关于 和 的 Frechet 导数 -0 mS, 


9) 在 2 上 存在 连续 ， H-2- mS. 40: C CRH RERE 13. 了 了， 


de. Gop) =T, 又 对 任何 VEC, S-P LPD REP 


Xe[t,.—r,b) 上 是 初 值 问题 
fh (8) 


AY (95 
的 解 。 
证 EHTEL ‘b Nb. ED, heda, p) 在 [th 
-r OJER — B GEIE, SIW = (CE xo:iECCE,, 51) 为 昌 中 的 紧 
Js. m sp ZRTEWiSpiRVcO$] -e0W)20, 使 对 任何 Cr， 
PEV, F COR C, V) WAR, OCD 至 少 在 Zt 一 f,， Ttt 
IEEE, HEAWEI zr, o 为 
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BO)-900, t€[-r,01, SO» 2900, 10, 

ZET, Ee RT BI re 12 (D, ECL T ru e 
Wy AGE petr, o TC(p-60.61, RO ETT., 在 
C([—r,*1, RO RHR RAE. ORT, p, h Ete, 
8») HA H H, 甘于 G.90cVo REAA qEED 
T=io, (f W cV, dT 

TO y. 200 E) = 0, ficC[-r.07, 

TC OO An ti [ede eoe tg 
0)]12,00- DCE JO) DC 49 3,90 gil d uz 
Css Fee zids] 

n 


一 总 工人 十 POL- Dalta 十 Gg 
HACE, +E PORADE, Y DO t, Py 
+ g(to + tp, zs fet + 8,Ps + z,)ds1, 
ETO, « 

BD. Fra eg PR. BATO. u,2 ARP Ez 的 Fréchet 导 
BEV x ECe,B) LEETE, AT yz) eE, 
Bop mailim cC. D EV ETIR a E E CBE B 
UTES 3 4E 2), PEHMETE a, fo te], (EFV, 
z,30 3 FYR A TAA Em, BRSIU = ent E Rte 

由 [fo OJA RE MAA PEE 0 .. 0) 在 上 存在 
xESE IU ET v B Fréchet Sj 


BA, MMd—^ CLE D, Ane 为 C 到 C 的 有 界线 


RT HA nu SQ =l, 


TERUR BEBE. HAr MOO 是 方程 《1) 的 解 ， 从 而 
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d 
DG Ea p= Dp) + f Fes alta eds， 
teE[io,b), 
由 此 知 当 EC 时 有 


D.C a, 92d adt Um DOS Hd 


+f EERE I CE gods te[£.,,5), 


将 上 上 式 两 边 对 i 求 寻 ， 并 注意 到 :z(t „Pol CEA), 


(9) 成 立 。 

我 们 知道 ， 如 果 函 数 #(f》 是 方程 CD 的 解 ， 则 它 x 
D(t?,z) 关于 1 为 达 续 可 微 。 至 于 x(f》 本 身 , 则 不 一 定 基 可 微 的 。 
ERER, JED 不 一 定 存在 省 滑 的 解 。 文 [333] 讨论 了 在 伍 
健 条 十 下 方程 (1 有 可 微 解 存在 。 这 是 一 个 有 趣 的 结果 。 由 于 该 
文 篇 旺 太 长 。 我 们 上 只 介绍 其 结果 。 不 给 证 明 。 有 兴趣 的 读 省 可 和 参 
阅 此 文 。 

定理 $-?33[ CERETI TE WD, G, p) 及 了 setg) TEO E 
FEREZ., DGD 和 ft, D 均 在 2 上 关于 $ 满 足 局 部 李 普 禹 
zate, WAE O) G DEBA ={(t ES PEO, 
Diapo = Fln, ¢-D, “fo D REE HAER A A E S aT 
微 。 


$3 ZSGHNFDERffEE. 
连 缮 依 问 性 及 唯一 性 


设 吾 是 由 某 些 映射 8 (— oo, O0] R* 组 成 的 实 线 性 拓扑 空 
间 ， 其 拓扑 出 8 中 半 范 数 PC*》 所 定义 。 并 设 在 P 的 诱导 范 数 下 ， 
名 中 元 素 关 于 P 的 等 价 类 组 成 一 个 Banach 空 间 了 = B/P). ( 设 
$ € B Upp p x T PIS rai JU Ilo - PCPOD, 
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对 地 : (=, ->R iC (- eo,0) E M, ( — oo, D I R3 
EB} = tO}, 0x0, e0, f,CR, $C B, EX 
Suo dh Cot so], du, =p, YD f, 


usi h}, 


S. 4. uu», 
$i 
i B WEM RAE. 


D FERR WIPO X9 € BB 成 立 。 

Gr) WETER. MEEL, ata], $€ B H d, X T 
Eit ,t+ 0] 连续 。 

o FEELT R* E xe ER ARKO ARREA RMA 
Zr OM.GO, WEH E 4 G.CR, 20, PEF aano 4 n) 
SK w) SUP [2(9) | MIPE, ), 


- BOEF. ASNE GEA ~ e, Eo- 9, 90 


HY =@ CS), s€EG ,fo+0j。 仍 以 # 记 在 这 种 关系 下 的 等 价 
J& El Ces AERE 2E. P DLE X. Ye) -9),5C[1,, f,-a] 
T, - d, EB RXCTDCO IEEE GEPET I ea. 

对 性 给 to ER, c0, PEB, € X 

EF.) ih PEF. DP), $C), 

Faa Fo au), 

XH (41)， 于 Pm EB， 可 以 定义 PC0) =p), Hrpodioiti E 
意 代 表 元 。 相 应 和 于 《el 一 (as)， 相 空间 如 满足 好 下 公理 ， 

CAD [eO | «K|ols, PEB, 

(8,5) ZizCPF,.., Me EBERT ELC, t tali, 

(8,) 车 XER,,,,， 则 

Irie [aSK e) — sup [m2 | Mie, | p, 

5B pu xe dp T Bx gBIXUEÁHBSNIHEEBIBISEDU. fedRxGED 

最 后 这 两 节 ， 我 们 将 在 这 种 相 空 间 上 引入 元 穷 延 灌 NFDE， 并 建 
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立 其 基本 理论 ， 

首先 给 出 共 定 闵 。 

定义 1 BQJÉR x BPFE, D.O-R'ESRHDGO,.) XT 
的 连续 Préchet 导 数 Do(t,m): BR, H, 

Dott pV = ALi poy TF LOC m d». OD 
dtp (5,40 €80, VEB, Acto) kb-—^roESLT £2 pfnxnpróg 
BE. A-t, FERA, p), Ap EREE, LOU, 
3» ATIRE , 

(9) FEB DoR: Qx[0,8,]--R', pct, P00 
-0HfjxXiPCcBHipfe$C€é, $(000-0, OEL- B) 时 ， 

[EC oo Erp, 8) [dla (2) 
(B«B,0, MPDE EEG P ATR. 

D, FEC, R, DEO ER ARAS P SCR TRU, ME 


doy 
BED r ts, m) (35 


Jo36 83 SE WE P SEGUE AMIDE IUSNFDE(OD, f, Q), 
XifffpAIO, PER, xCFP,., fj tcp, t, ÁJHJ, 

G,n)COHD(G,.z) EEM, dá (CO, MEAD 的 解 。 

Xx, =p, MIENE GE Gom RAE, WA 9). 


Bii iE, (—05,0]—L0, eo) £8, IE. T (2,0) 
上 可 积 且 局 得 
RW UY SERCH RC UVE 
BIRRA C- 000,0] 到 Rr" 的 荣 些 蜡 射 的 等 价 类 组 成 的 集合 ， 
这 些 映射 在 《~ oo, EI, Fior, EER, 《7 之 0 为 常 
HD H 


Pip) = ,Sup Ieco | + | kao 1900 duc Too, 


不 难 证 明 ， 了 的 对 个 室 间 (BD FERA (=, 0J> 
及 "组 成 在 (一 co ， r=) 上 的 限制 属于 区 一 ce 一 7 R”), YE 


* 104 * 


[ -r,0] Ef o AUG AEE, AERA HOO —0, Xp C Ri. 
PED, po Huit x HB 
ipm | wv id + |" idea Jp) 
Tenue, Cdi dtm nit Ek Feu Hp Hn EC, 
所 以 ,本 只， Hj "Rr" 寺 一 个 有 界线 性 江 画 ， Wi] zz tto. (—co, 
0l--LOv, R) (AAR P OBI "的 矩阵 )， 便 
Dg = | kemo cds + i, [d'p(s) ]p( 5), 
WDF S H4 y ERIEBRMD., Cr, 0], R)--R^, 
Drg = | tancs) p) eeCti ~r, 0], R5 
$iD'sC(L-r, 0], RER RAENT A, W 


DG =f, Te) 


是 一 个 WEFDE . 

Bil2 ChL-(pCC(Q —o, 03, R"), et? gf 的 -常数 《0 一 
一 ce 村)}， 

Ie]. = supet [e(0) ], PECL 


FD, G, P= p, VO LIC, v, VO. pry 
EŞ, L, LG Ox CLO-R", Q«RxB, Lu, p, DpH R 
EET, 

"HON [hs 0s -r 
v-r), —-rzxOs0 
yi-r)g-"8*n ; Or 
POY), -r00 

显然 ， LG, o, v2) 与 pEr, EWEX, L, o, 
vv T0. =n ERAT., AMES tnx aE NG, 
€, 0, HEER rect-r, OUATE, Ef 


v» = 1 


u 
L.C, p, Vn S [ dG, e, 00, 


1705 * 


FRAG, g) 20, 9, 00-0, 9, 00, YO p, S) 7 Var. 
们 (0，0) 满 足 定义 1 中 条 件 ， 叫 


d 

aptus s)zf(,cm) 

dÉ—4-NFDE, Ħin", o0) 2 2(f, 9, 0, 0€[—r, 0), 
n*i, P, 0) = Ct, P, 0—2)2, 

CE)  dREB-C(QD-r, 01, RO, rz0, MOREA RE 
量 的 NFDE， 若 取 Ds =¢0), MO 就 是 无 穷 延 滞 的 泛 函 微分 方 
程 。 

定理 1 CEEI EARB 中 的 开 集 ， 则 对 任意 Ca, P) 
EQ, FENFDEID, f, itita, MRR. 

证 ieo, 80, pd d 

Aæ, B) - (9€. .,,00, [y E, FeD0, e). 
显然 ， Aœ, BD) BC((—c0o, €], RD ((—05,9] ES NX SERI 
Beg, XeH pr red DRRDRR T. 

Boe UESOP . EX 

qct), 


tl 


pt) «1 
PO, t> 


^ m 
刚 QC. ...GPO. EI pp 之 等 价 类 。 
Bf, D, D, ?之 连续 性 ， FEG mi Abk. GU, 
Bi 0 Mo0DIESESL ELO, B0 EBUER SaL CIO (8, (90 e 0 d 
Fet, g*)|«M, C, o*) CE, 
BXo«rea«a,QD. 0«B«3,. ZEA, D, 有 
Gatt, 9,» 20€ y, Ma| A-1 (f, f, pol <$, 
LASI EPO DS 8) Det + 1,99 | 
£|DGS 4, 90 - DO EG 9 z) DOS EF, 


. 106 * 


" B 
gozli« FM 


JA? CH +f. p) Lefn tR, Os zl 


«A aU rt, p yC,u rt, qu, OK, C(Dsuplz(09)] 
gust 


8 
V 

EA, DEEXISA ET. XzCAG, D, SEX 
5, poz =u -oo-izx0 


A(fg t1, POSEDE) S — Lito cT, p, 2) 
Diin, $)—-Dtl,t, 


d ~ 
Pitz) + Dtto+t, Ppi Zis 


Wik ga: a 


U, 


TAGES . ot, 
AG et, SO D CO S fots, Pt dda 
. paia, 

MAar KE B, OLEK, ZEA, BO, 

iSz(0 «z| Ac Gu £, POLIP, v 
-D i,- E, P | EC£ e 4, P 2z,)| 
Duet PO DS EE, Pitz) 
RDSGIRÍ, $02) 
«8/2. 


[UZD] A^ C d, 9o l| Gts, 9.3 zods | 
ü 


«Mel A71, + t, 901 «8/2. 
WOS-ujbAqe, MDH AR ARIF, 
THE, HESAR B. SEERA, 
gigt, - z,)-Diü.ct, Pitz) 
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-DG ct, e) - Dto e fgg. 
WED AEREE, [ERpeLmO, IE eE), 3.2570, BOO «Bs 
A E 
aleje ie), fxjgy. zc AG, BD, ECO e7, 在 


[gto - f, qu. Z) 


Oopa É, QV WO zc Y mda 
M 3AQ«BszB(e)-f.. GATEN LE (D cos, 
[$2 - S; 


supp lA I CE, ef, qLDIECES € £, Po y,-20l 
bnftug 


* [SCfot 0, qu z)—gtts f, qu, uo 


= 


Quiezc 


sup {AI (to f£, mO'cYCO ae f, qu, 1) 
+ Ej]|2 ~ ,| a} 


« sup (LA Chu f, P) RCEP tE, pn É) 
+ejlz=yl. 
BOEES<A <3, EXPO, LIEBRE: B e (OER M, 
O-ck«cl, EROSLE, OLELE, (D. 2, YEA, DW, |S 
F ^ 
-Sil|e&|z-yl. MSEE, 
RukubBRUXcACQnM B) LER. (rmn. 0B BD. 
[£HUB RARBILA Qr DZCB, Of, TZE, di 


[UZ (t) -Uz(v)| 
«lA ti, vo HM fotors, PEUXATH 


HIA- UH POZAS tE, oH De 
0 
+8, Ds + z,)ds| 
«PL -t| 十 Me|A-!C£4 f, pO —AÀ-l(io Fr T.p,) 


Uim. Hi^scoligd BUE PT JH BZA, go, UBJEBURÍSR, 
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MIND m ENS 


HUFA, p EGE., 
fs BBPXR. SC URLAQ(QG, B) ka—an, a Darbo tM, 
Sc-UfErAG, B) EAS XR. Ed $i 


Datt, p, 2) - DO o NIIT ES, 9. 20 ds, E290 
D 


f 
f 


有 解 ， 册 方程 (3) 过 (ft OMERA., wb. 
关于 解 的 唯一 性 ， 我 们 氢 述 一 个 较 弹 的 结论 。 
定理 2 ( 唯 -PD Typ GELT Od, MEn, (0,90€ 
Q, JRL 
FG, qo — f CE, voL |o Vs, 
则 对 任意 (fo，9) €0, GOTIO, ，g 的 的 解 唯一 。 


证 只 须 证 明 S+U 存 4(c，p) 中 有 了 唯一 不 动 点 。 设 z. ,zx 人 


n Á 
Ale, B), Biz; - (Sc UDz;(E 51,22 2E LT $E EL 2, UE ur ur Te TE 
常数 gl, ECO, 1), 4E 


supSz, (un) -- Sz, (4) | 
parer 


1=0 


eA, suplz,Cu2— 2,00 |, 
nDn.t5 i 


JUz, (£3 — Uz, (t) | 


«JA Ox, 9| IF TFC. +s, P, t 2a) 


-fa ds +2) lds| 


JATH, P | as dds 
lA (EVE, P L| A. Sup|2, (t — z, (H) |ds 
«nb Sub [2:00 — 24 (6 [du 

Kel mp) AT Ce ef, vo Dp oO, i 
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"^ ^ 
sup |z,(u)—z,(u)5| 
Bbuact 


^ ^ t 
«A, sup Iz; e) — 24 (H) | «n sup |z, (4) 
EEA DOE 
— z, (4) |ds, 


从 而 


A ^ 
sup [zi 0) > z,G0 | e La 


A por], p, ln 00 ce 00. ds. 


根据 Gronwall 不 等 式 ， 得 sup|z,(u)-z,(w)|2:0, f€[0, a], 
二 了 


iz... WE 
定理 3t 连 续 依 赖 性 ) — EQ CLR X B3 31484" Je 33 —- Banach 
空间 中 子 集 。D，f: 昌 x ARRE 
G) fü, P, A), DCFo 9, 3, Deltos, A2 XT Ct, 
P, À)CQx A*yk 
di) FEB SOR EATA x0, Ba x A* E3ESRBISEYCÓ., 
9, B, A), BONO. p, jCOxA*, Ys, P, 0, à) = 有 县 
Dello, P, MPSA., P, MPO) 
TLOQ, P, y, À) 
HRAC e, A), A-10., 9, WDA, LO, 9, V, DVT 


VREHEN VEB, WEEYEY, Bid -0, OC (7c, =p), 
BeB., M 
ILG,, 9, 9$, DIS’ P, B, lela 

dib RTENFDE(QD(*., Mg), f(0, Ao), OL GS, (€ 
DfWNE—R, ELF, E, 

WAEI, 存在 (fo， Qo, ARIIN Cia, Pas A, 
使 对 (Eis 9^, AO CNC e, Pos Ao), NFDE(QDQ, A, fO 
M), Mi, PORTO oo, b] ETERERR C, ES, p, A 
甘于 所 有 变 元 连续 。 

证 ”类 他 于 定理 1 的 证 明 ， 可 证 存在 wa> 0，8>0，(foy Po) 


"TiG» 


BIADERN(OR,, e.)AVBIAENE OO), EA 0:1, 9, 所 
N(O,, 9,2 X COGO D] AT), wt Ei, g^ M )E (oo, tate] 
LEAXÉXEHSC;, q', XO &Uct;, P, M)sAQ, DA, B), 
UCE, q', A) 53 SG, o^, MOBUESCSIDUT E L E vp a 
S, U) 

RAANG, Pa) xA NOA, T =A, D, 5 
PREEN AARRE, BED’ fa telk, NEDE(OD 
(, À, FO, M), ORG v0BIEXT BU THEE. 

HILG, mO. Pas Aos FECR ODAR tE, MAAR 
覆盖 定理 ， 即 可 证 明 此 定理 。 证 毕 。 


$4 ZZEXSNFDERENIRE 


EELER) 设 0 三 及 x BAHE, D, JRE, ZEWoyQu 
^H SB E HLTEAEW Bgo-——4553XO (OW, 0) cO, Wf quW RARA 
RR. DO, p), Delt, PP) 在 W 上 一 臻 连续 且 

DG, gui- AC, PPCD HLC, 9, v». 
Hp, 2€ WBI, JAE, qo] «N— gH, LUE 

(Y TÉdES.0, [BO CE, Fa, SELO, slit, 

[LO, 9, 3,21 Erl, 9, s), sup |$(5)| 

+ Nitt, 9, 81V, |. 
HopyO, e, DiE, HOhse-0Bb.yOC e, STO, p EW 
HATE, XO MEW, ssp Na, p, DEN (So 
YJSRNFDE(QD, f, OG 9)HGEX PO-o9, b) ERTE 
fg. WEER b- nco), (BÉ, ) EW. 

证 RA UEBHAE EI Cio D), BEO m) € W BIRDE 
+o, WHV-(G, a) fcEpFto，p))。 有 显然 ,若是 无 界 集 ， 或 虽 
为 有 界 集 但 无 6 一 邻 域 在 8 中 ， 刚 定理 得 证 。 因 此， 只 须 证 明 Y 不 
可 能 是 有 前 和 集 且 其 一 个 邻 域 仍 在 2 中 。 

BETR. AREVA — TARRE, Maed) 于 [#0 ,5) 


TI" 


LOS ROEBRS AM, Mua = lime, eP, 


PIERE. H3 rab BIO, xx, x. EIO m) E 
Q, WEPENER xt5EgPHERUROPNE. 


HEY, Bok, JACI EN, EEn, sC sal 


时 ， 


Pb e, Spei), Geeo(v, £). CD 


1 


8 
YO, P, S2 ugs a, e€o(v.—). (2 


FETES, 0, f.€[5—s, bj, A>0, Arri Aco WI Br 
Jet el Ap ime, (R=1, 2, ee ). C2 
iB s-inf(zcpb5b-s, b], [x(t) —-x(£— AÀ)| 
ming", 5,5). 


其 中 
Á*,- sup &,(00, M*,- sup MI{s), B+ = 5. 
5-4. 


Sx .h^ bg p -bmt E S 
GOD 
很 据 zf 于 [tn，b 的 孙子 党 上 的 一 致 连续 性 及 DO, 
OWV，B) 上 的 一 致 连续 性 ， 对 


. [min 8*, ei) mintg", e.) 
£, «min 7NN, GR, * ^ , 


min[g*, £} 
minh, e) T 


PEAN AUC» 0, WEEL, b- E] FECE AL 
uc) T x) | m8, (8) 
EXEC, 9^, C", e'0€0W, B, [U- I] ZA, A 


.*112- 


ID t', 9^) DU, OZE., 


X6L o0, eL W, A min{A4*， a, JE 


因而 ]z,, — Ts -dp lB 


VP 


(8) 


ezAQQ 7 A — FE.) sup n |z 68, 0) ~— zs -— AV 702] 
Ziti kom ü 


+M, C3 Aac ta) ERE — Zla 


sh. *"miniB*, eu} 十 二 


B 
x. 
| Ee ET S. Ey, Z Eea l 
EFS, XQ. S) sup |zC5,-- 8) ~ z(s, — A, 8)| 

-fe T7748 
ANGES) Es, -aT Hsp- 48-s18 


Eh 中 


1 min(B* 
< min{B*, eo] 


-NQG)R,* sup lz 人 +A) ~ w(t0)| 


fod - 
Liz b n 


-NAGOM,*|zí24,— Son 


i * 
<E 093 LN kte, NOM t [o 4 6 


ic £5, X, , Vay- i) 
= Dis,, 4,03 Dip D 


— D. (ss, XE 一 Vids x 


(9) 


t ET 


(10) 


WED, POV, 全) 上 的 一 致 连续 性 及 (9) 式 知 存在 非 负 连续 


*T1i3- 


RRO) 000) —0, [E 
ELETA Tapo E, sas] 
LOR) |, — m, ca, [n 
szo(g),*minlB*, £4] KOCBOM,* E+ a, ~ mln, 
(11) 
由 于 Dis, Te) — Ds — A, ED 
-Dí(s,, £o 27 DOG A, E v.s Ag) 


T S(Ss, END E. Ln.) 


HACS, Pa CEG ~ X($,— 42] 


TL, Taps Tay T Yap 
X [Dlss, 23,27 D(s; As, m, 2.) 
<L* 


其 中 L* = sup IFO, 9 | eo, 
1,- F 
EEG (OO, (OO, GLAD ALB 
[245,9 — x54 — 42 
s [A Gir, Ta DJED ES s Bad 
一 了 (Sr Pap eh) Lt IDO, , Ty; Ak 让 
Dlse— Ar, 2, 4,0] 19685, Hes 00 4,2] 


+ lLes: E] 7 3 P T Ysp- H] 


k 
NIL*A, +e, +a h,*min(B*, e,) 


+ OB MY x, 4, un zn |B 


tyy minc, £,) - N (s) hk, *a, 


+, WM | a —- S, gl. 
X6b. 0, HiMAIDL.BE 
= 114* 


L* A, min{p”, ah 


MMEM — 3, |n «ui min(g*, e£), 


EÉBQ 0, LaSo, WEBS, BLA 
NE - ia XC ogpnintB*, €g}, 


1 
IP LNE” 


BM AILmax(L, La, Laj, BER 时， 
[z(5,) — (54 — Ap) | «cmin(B*, &,), 
这 与 的 定义 了 矛 居 。 
总 之 ，Y 不 可 能 是 2 中 有 界 闭 集 且 有 一 个 6 一 邻 域 在 42 中。 证 毕 
9]3H1 对 4>0，C>0， 定 义 
F4.-(xC€F,,,; |x(1)1«€, t€ro, AT), 
XijGCF,., f(x, vrCGIEBOBER, E), TEG, XT !C 
Lo, AJER E, Wr (cz, EG, EL A1) Jg Brp poi 4 
Herrero AJ BEES. 
证 EREA, s MECO A) HEG) d T( EG} 
会 于 B 中 紧 集 {x,; xr€GyB, sCOOTIO.ATESHBHEXESE, [2300] 
<C, RAITI Elo, A], x59, cO) (E) (在 
[0， 有 J] 上 一 致 地 成 立 }{ 如 有 必要 ， 致 一 个 子 序 列 以 实现 之 }。 上 由 
CBORP) = z^(00, 


定义 
M iz 
p», ix, 
BG 
EM — X, la 


xk, supj[a*(s) — x62] +M, OD [25 — pg, 
Qarati 
Hii. WES, M EURRN,, tE 
了 了。 


[z; - |o 6/2, BHAPCDO, AJ, REN 时 。 
另 一 方面 ， 由 于 2 于 [0，4] 上 连续 ， 改 存在 9>0， 合 
[z,— Falae, 4|f—s|«0, F,sCEO, AJ, 
选取 N,, 使 
[£57 0| «0, kN, Rie 
dh ATmax(N,., N jif dp 


h 1 k N 
Eag — ze) a [a = m Ig Erg = T, |e, 


Er AB THRE., 
再 证 第 二 部 分 。 考 虑 函数 (89) CF...000, HEH 
(PI -9OD, F0 
由 (Bs) 得 
[Cp) ,~ Cls 
k EJPD- 301 Mt) Io - yla 
sc(R COR MO))'979]g 
即 (9) ,关于 满足 局 部 Lipschitz 条 件 。 因 为 49): 关于 + 连续 ， d 
(PLATO, g0XESE. KPLA., . HOO 0, FE 
d(e)2-0, Eper, 0i, s4, |E -sj <ã) Bf, 1095,— 
(place, Bidb, SPsefes-d0), d 
[2,7 x la 
L| am lat |£, D.» 


«erk(—5sup roas, 


d (xCoirco)XTiepo AIZAREN eGP 
tc[o, ATJARHEXERR. A. 

下 面 我 们 对 一 类 具体 方程 给 出 较 好 的 延展 性 质 。 
证 8 是 RBH, JEC, RY, DO, =g- THe, 
T() 是 一 族 有 界线 性 算 子 GER), 4 e ER ih, HT- 
T(t —9 Obf 1 «1 REP SEXO. 

车 存 在 连 鳞 回身 r, N:Rx R'--R ril, 0) —0, FER, {È 
XHf4emo, to ERREF, sps MIL 


* ié» 


[TP Paen mr, €) sup ,1900)| ANCE, e9,ls, 


(12) 
则 称 方程 


d 
a; C w) = fit, T). (13) 


Jy LER YE EHE RA, IB OLNFDE(D, f, 9), 
定理 2 设 相 空间 8 满足 

(CBs) Yn EB, YTE» tO ExEREB fe TETE EUM 0 
eje. E, ta (GoRRD, [SIL Le MXE—MR- 1, 2, s 
RE, WüfriedtXELT 0, dETGD:.,, ti O EER ID] E. 

EZODEOLNFDE(D, /, Q03j(,, MPEVELT— 00,0) 
-EMAER DUAIIEGEOR RW CO, Etr, o ipata 
Bb, CH p EW, 

证 RETA, DUTEJYEALA EEW COS R3 Eð Eta, 
T,2€W, ksl, 2, o Wjó«cc-coBicgoNTEmS C, 
HECE 0m, OIC, WERS. pimimpütC., m 
(9, e) EWCO, (koI) BEE 0, M0, 4e, pE 
OCW, ead, Aes, qn| «M, 

BRET UEH dah, kae, MART) S zEjRIH 
9， 这 性 定理 的 假设 也 盾 。 所 以 ， 我 们 可 设 存在 序列 {fx} 及 EE 
(0, &,0, flX&-1, 2, ehh, GB 

"LIEU 


[z 
La, Ja cE, faex, 
ETATE 


rE + Ep, tet ts 
a = 全 p) n h 


mz 0, UH. 
BRER. o (eG-(oJU(L Jo), EPPO -oco, 
i-i 
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«0p, WH >h, e(cb)-2900, 则 显然 {zs; XEG}= {pp} 
U(lJ zx, ABER. def] BEUEZCOSE T ROSEE, US 
Åm] 


WAR WAE S0, dfl, (Cu, Ettan 
| 和 一 | 
但 是 
lC.) eCa) | 


<| f fa, ads] + ITE m, Tide | 
!h 


«Mót—iutr( s) sup [zC(f 48) 
— 4 x "«ü 


-affe O] e NOE, S, S)| zia 7 Toh-a |B 
+ Ts) — TORO Els, la+ e] 
EMi to tll Tot) Tit Ci 87 
Tr(É,s, $) sup [z(7,,--0) — $CE,, +0)| 
一 
NO, S) | Eng na T Ping nel ne 
其 中 C -supiloln PEIER, <t, p) cw), 


e, 


给 定 S>> 0, dC, VAL CERCA s)| <E" 因为 #5 在 6 


-shbiks, WFEN >O, ERS N, 时 ， 


如 
sup NG, 5) I2, = Tak -els VE 


[LIT 


PREN, 时 ， 下 面 两 式 成 立 
MEH — t] ^ 
£i 
A(QC, +E) * 


i63 kN h, Jelita | x. ERN fiu EENT 
E. AMA DAT 0AE, BREM, x/^X*£c[r0.1] 
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LTD T pll < 


等 度 连续 ， 因 而 

[ahm zi. dam [E — 22/50. (Amo RD 
这 与 ja 一 mr|a-8(R-1, 2, 0 矛盾。 矛盾 说 明证 明 过 程 中 
最 初 的 假设 不 真 ， 因 而 定理 得 证 

定理 3 ”在 定理 2 的 假设 下 ,车 0-RXBBÍdqROqen AREE C 
7) RU 中 有 界 集 ， 则 对 员 中 任意 有 界 闭 集 W， 存 在 tw <0， 使 当 
txt ON, (5, eO EW, 

证 BERE, MEERY d- {kon Eak, 
(a, Ea) EW, Wjo«oo 且 存 在 常数 C， 使 zs(b)|<C， 其 中 
1 ELt,, 0), 

则 对 +E[#,，8)， 有 

EA t-t C+M CE — tolan 
HiG, xD. 0) 为 8 中 有 界 集 。 由 定理 1 知 存 在 tw <6， 使 
Gy, x) ECHO, m); atadh 显然 这 是 个 矛盾。 证 毕 。 


ss Tid» 


第 六 章 


有 界 滞 量 REDE 的 解 的 
有 界 性 与 稳定 性 


在 本 章 中 ， 主 要 讨论 有 界 滞 量 的 王后 型 泛 函 微分 方程 
£()-f(, ox) (1) 
的 有 界 性 与 稳定 性 ， 其 中 DGRxCoRUAES, JB HE — HR 
(to,P)， 我 们 总 假定 方程 (1 过 (fo, 的 解 (to MEL r, 
oo EFE. 


$1 解 的 有 劣 性 与 称 定 性 的 定义 


XX 1 HTF (OQ. MERSO, NHJRÉjÓEMMO, p), 
使 得 方程 (1) 的 解 zffo，9) 当 RS —rBEREEE ODL 
M, MERRET, p) 为 有 界 。 
IgE el «HINSEI— 9I t xo (0001 M, BURISSCH,, 
e) 是 等 度 有 界 的 。 | 

xX3 WEEN? PHM t, 无 美 ， 则 称 方程 (1) 的 解 是 
一 至 有 界 的 。 

定义 4 MREFA M>0, WAAIER Gom ERx 
C, HERATI pE, M Eto tT KRAIS, 
QXDI«M, 则 称 方程 (1) 的 解 是 最 终 有 界 的 。 
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定义 — HURTPRIESDÉRMIL 0, HOIEODHIORERSCR,:E 
TzT(1,  Hy0, Hf [eH 时 对 一 切 的 + 之 tf。+T 都 有 
æC Eg PT) «M, 则 称 方程 (1) 的 解 为 等 度 最 终 有 界 。 


NX 6 如果 定妆 5 中 的 工 与 2.202€, MEADHAN 
ERRAR. 

定义 7 BIH ER, fet ,0o)=0. HDIBXMERBB) fa ER 
及 性 意 的 ec0, E =d, t0, ER lolcd 时 就 有 
|zC(1,,9) (D) | «e Xp ERES 时 成 立 ， 则 称 方程 (1) 的 零 解 是 稳定 ` 


的 。 

定义 8 如果 定 义 7 中 的 8 与 i。 无 关 ， 则 称 方 程 C 的 零 解 
je BUR. 

定义 9 — Ap ECDBUEfOAUGE E. HIERA ER, Tf 
dEb,-5.00,5), E (vll sb BibfilimzC!,,9)(£) 50, Vi] $877 
Eo) HJ SE AR ER E S XE BAT, 

定义 10 HERRES ORMEA] o ER, WRES =Doffo) 
—08T-2T(ft,,0)0, EA plad R a TA 
EPDE, WARR PEM EREA EE 

E1 ”如果 方程 (1》 的 零 解 为 稳定 且 拟 等 度 浙 近 稳定 ， 则 
FERA A EK 

X12 WEEP MTE 5X, CUDERGSTRCDORIT 
pub mace. 

定义 13 MEFE 的 零 解 是 一 致 稳定 和 拟 一 致 浙 近 稳定 
的 ， 则 称 它 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 

定义 14 ”如 果 存 在 0>>0， 且 对 任 给 的 >0， 存 在 0(8)>0, 使 
18 341 gl 之 9(8) 时 对 一 切 f 宇 to， 都 有 

[eC Pt) | seexpL -elt ~ 1,23, 
pin; CD 的 零 解 是 指数 渐 近 稳定 的 。 
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设 世间 是 方程 (1 的 一 个 和解 ， 如 果 方 程 
&(D2fa,z 8) f, m) 

的 解 z = 6 为 稳定 ， 册 称 方 程 (1) HETA., EDAN 
定 、 几 近 稳 定 、 一 笋 放 近 稳定 等 定义 可 类 做 地 给 出 。 

值得 注意 的 是 ， 泛 函 微 分 方程 的 稳定 性 定义 实际 上 比 常 微分 
方程 的 稳定 姓 定义 加 强 了 。 在 方程 的 解 存在 且 瞧 一 的 前 提 下 ， 常 
微分 方程 的 零 解 如 果 丰 tu 处 稳定 ， 则 在 1 ,> tu 处 也 一 定 稳定 。 但 
泛 函 微分 方程 则 不 一 定 成 立 。 例 如 纯 基 方程 


aD = bays(r- 3E). 


AB 
( 99» [zin 
0 ， ogie 
bitje! 
3r 
一 COS ， i 
l t, fTI2T, 


KO 为 连续 函数 ， 当 fu- 0 及 pEC (| - Suo, R) 时 有 解 


90), (mim 
zt) 一 


(7sinDe(, £37. 


因此 ， 零 解 在 t。= 0 处 是 稳定 的 ， 但 对 任何 1 S 3m, 方程 化 为 


C) = z(t E). ESEN 


它 有 解 为 
z(t)-ae'!, 


E] 


其 中 a JERRI, >o RR A-e Ki Be ZRN 
任何 1 之 3r 是 不 稳定 的 。 
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这 种 现象 对 实际 应 用 上 是 很 不 方便 的 ， 所 以 我 们 只 好 加 强 稳 
定性 的 定 闵 , 即 要 求 零 解 的 稳定 等 价 于 每 一 个 时 刻 的 零 解 都 稳定 。 

对 于 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 研究 ， 李 雅 状 诺 夫 第 二 方法 仍然 
基 最 重要 的 工具 。 其 中 有 两 种 较 重 要 的 思想 方法 ， 一 种 是 利用 李 
牙 普 诺 夫 泛 函 ， 另 一 种 是 利用 李 雅 普 诺 尖 画 数 以 及 一 种 所 调 拉 什 
密 辛 (Pa3aymjixan) 条 性 。 但 作者 之 一 在 文 [43] [4 拉 中 将 拉丁 密 
六 条 恬 引 入 李 雅 普 诺 直 泛 通 之 中 从 而 把 这 两 种 轧 椒 方法 统一 起 
来 。 


$2 稳定 性 的 李 雅 普 诺 夫 汉 男方 法 


现 考虑 RFDE 
L(t) = CEE), ci) 
其 中 有 :RR+ x CRE, Gano 
EVR CR 为 连续 , 它 沿 (1) 的 解 的 右上 导数 定义 
为 


Pa, = in Liver etna») -VP 


Hiku, v, wiR'—R* H ERE A, G4 SD OBP uG) 
0, UCS) 0, W(S)2-0, HEM = uio 20, 
定理 I PELER ME TIA. 
(i) 对 任何 的 t 宇 0 及 $$EC， 有 M 
uC [BOO EV 4) v(Cliól o, EE MUR 
GD AHERE =op, Er EC0,r] 以及 A 之 1， fü 
得 当 t CD Ea trO BVOSunO S49) 2ClolD, VE Cos 
PEVE P) to EIE ERG +ro EVO, mS, 
POSVE, PT)) t, xe, 有 
VG 2C 9) «GC VOL z (E4,9))), 
Hp GIRtxRORUXEGXgÉR, GCOtQ0)080. 
Cciii) FE 
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Hn 
Xue 


$0060.» (22 
的 零 解 为 一 至 稳定 。 
则 方程 (1) BE fO RAE. 
证 BAROEG oY OBRERA TENY, XU ta, 
p) AEO 分 别 简 记 为 mE xCD, 
现 取 0 满足 X066) y. 《这 里 取 y). T E GEB pll 
«Od HH 
Vet p OD, (Rd. (32 
Bep oVG.ge)evtiep «vec «cy, BRRISAREE GD Ba 
L-ESQUZMIELPMUES 
Vt ,u) «y ct) WE VOS to, Erand) y C tro)» 
Blk, dy (3) 不 成 立 ， MRE Ta tros 使 得 
VT, rr) = yT), 
并 且 满 足 (a) V(T.mxDIV(mI, PERFEKT, 
(b) PAT, rr) 3C(T), 
由 《ay Rf GD Óm 
PO er) ECT VCT 2) 2 GO y DD = 30D), 
这 与 dO FE, WO Oo 成 立 。 


根据 方程 (2) 的 零 解 的 一 致 稳定 性 ， 对 任 一 近 0， 存 在 9>> 


0, ipM ya cO ICH uc cuo), RS MEA e] «o 时 有 
VO, Cule, f, bA OD GHBORTIel Om EOD IS 
ex] —HuptcHJgE3. uh 

下 而 我们 对 定理 工 给 出 较为 具体 的 表达 。 

Pip ROO. HQ) SAR R S YESDBEXER. 24 VI- OBI 
H(V)»-0, Hi) =0， 并 且 满 中 


| idee, |. 2o, (>00). 


dV — 
1 HO 
WR Dur, 方程 8(1) -h500HCOnjO 的 零 解 为 一 到 稳定。 事实 
E, XMIdpem0, HDEGS-Ó(0L0HS«e [Ef 
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* ' dV 
t= —- A — 
f htd! ; HV) * 
BOADE gO)-RO)HBOXQDO 过 《fo Bg RS 
Epy > 0. Bü det 时 有 


B hoodse( hid 
| Tay «|. e 2 (ds 
-f dV <[ dV 
s HV) Cj. HQ)" 
[1€ PH 


推论 1 兰 存 在 上 述 的 函数 满足 下 列 条 仔 。 
G) XHINL0R6ócC, Wu 
wu BO D ES LER DEET 
di HER[fz0E9cC, PEr 所 50, 门 及 AI, W 
PCDf.,.xrQ) HVG, (t pDA lp VC m CE 900 
VE, T(E pD taidh tt vf HV a E p= 
Vif mti p, PSE N, di 
VG aC P EMDR V Epe apa 
WFD KARA AIEE. 
f£ SUR PRIBUSE TE RERE, RIA FENE. 
推论 2 BEES AGRO Xu HAHEN fo 宇 0 及 任何 
PEC, 有 
V ,mQV peo, mf. 
则 方程 (1) ( FARE. 
另外 一 种 特殊 而 常用 药 情 形 , ERARO, D Ap ARV, 
$(0)0, mBCEHVG,an, VER, RVG, O 153; 801). 的 解 在 
Fréchetzt X, FB Eo SERV (E, BUROUV 7,2) 沿 CO 的 解 在 
通常 意义 下 的 上 看 导数 V, mODO. CGESRADDXOARSD 如 下 的 推 
论 ， 它 就 是 人 们 党 称 之 为 拉 什 窗 府 《Pa3ayMxarm 型 的 定理 。 
推论 3 如 果 满 足下 列 条 件 : 
(1) uja pav nue], £20, TER’; 


* H5 


Gi) xHrfE c o0mqEBIEN CC, HV zx.» 

SV (EE PE, t-rx&x tij, di 
VO xCG 9) DO SRO)HQ G,m(1,,9)0))) 
则 方程 (1) 的 零 解 为 一 致 稳定 。 

证 由 (DD), wc) | DV, G0 ob peed, 
改 满足 推论 1 的 条 性 《1i， 由 这 里 的 条 和 件 ti) 可 推 知 推论 1 的 条 件 
di 被 满足 。 故 由 推论 1 知 方程 (1) 的 零 解 为 一 做 稳定 。 证 毕 ， 

FERLET 

pli 考察 纯 量 方程 

更 (一 —az(t) thrtt —r) C4) 
的 解 的 稳定 性 。 其 中 a o AER, alb. 
方法 1 ERVE. OH 


veo - e*t) +k de, b>0 为 待定 ， 


于 是 Pee) —ax(D$OD +per? 一 RE 一 六 
z-(a-um*(r-brü)rt—-n-u'(i-r) 


- -a-pe - sao ny 
b? — (GLH) ia (fy) 


4(a—u) 


BRAR "= 号 时 ， 有 
22,8 2b X rl 2 
V(x) = Sje Tr n] 


b*— a 
tr 0-n0«0, 


故 推论 2 的 条 件 (i) 被 满足 ， 再 取 ww(s) 2L us = d «2n. 


s*， 则 推论 2 的 条 件 (i) 也 被 满足 ， 因 此 ， 方 程 (4) BUSEfUS X 
稳定 。 
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方法 2 BHVER.B 


NEL 
V(x) = "E 


于 是 Vic(t)) 2 -art (D e or rt —- n 
e o-as*(1)bizG»jlsqt-rn] 


b b 


==- amb + 97 O0) Vu Gon. 


当 OV(xQOOEVGQEOS, -raiat ht, B Vn) IBV(Gob- 
r0), Bl z!i()ImI-D, 5Á 
Vitis ast (D + atu Patet) 
= —(a—-b)z'(f)z0, 


可 见 推论 3 的 条 件 (ii) WAE AIPOO RARJETEEUNUEBS, RA 


eu = z ;005) =s Bur, BUE, HERR PR OFE 


一 臻 稳定 的 。 
例 2 考察 纯 量 方程 


£()s ~ar? ct) + br (E— 1) (EOD -ls«n 


af" 1 1 
-£[ osa +0)d0+ zt (1- —) 


+af ,zs(f -4 «6)ae]. (52 


Ets, XE ab, gz) 为 连续 函数 , 当 z 关 0 时 zxgfr) 770, 
g(0)-20, HEEM Ox g(m-—M, 


MRVE) =- 16*00 + 所 | decide. x usc) - 


1 


l.i. = +, f 
=s U(s) =. s7 
4o? (5) 4 


T5, RE) = 


i HOV)=MY, 


V 沿 方程 (3》 的 解 的 导数 为 
.127* 


Vc = (DE (D) Seth - aO- 


= Se HOE DESG o1) o Zast o 


x gE 1,., 
tape at e 


[nd 


M ola 1 
一 S| eo +E 4 $7 -X) 


0 s 1 
zi M (t- 5 +6)de|. 
由 于 二 UG ah) e o? (os -D- s tOr- D) Ef 
AU. WX 


. 3 2 0 
V a) | ase "T 


-+ PC E » * pne - L + ojaa]. 


uu, o Lens Cito t m Ae (c3) 


jolt, [' ze(r- Les)aelielt (这 里 可 为 初始 时 刻 ，9 为 


—9 WEVE) Ao ip D ji xr. Ea 
loc + sf 2*0 4 )d0z 1. zlej taje’. 


于 是 Papa TOSE a lel* -alge + 3 hl 


Qoo 
+ Sip «o. 


可 见 满 足 推论 1 的 条 件 ( 主 ) 中 的 第 一 部 份 。 
MEE LSU, RV Gum Y Gr, 1 ose, 则 取 和 = {一 之 


=. 128 >» 


便 得 到 


1 a f’ Hu 1 
ieu [ee + 0)d6z» xt (1 - z) 


af z*(t -. 1.4 0)d0 
24-1. 、 2 


zm Latt - 1) +5 [et-a + 8)de 


y, Tt gmt)T 1.4 BA a 
于 是 Von) iP 1* (E) *u a8 (F4 0)d8 


1 ü 
tlet) eal sect +0)d0 | 
PA —1 


M 
二 十 志和 


= Vr. 


iil HIE RU AC I] (1) 中 的 第 二 部 份 。 
推论 1 的 条 件 (D 显 然 是 被 满足 的 。 帮 方程 (5》 的 零 解 为 一 致 
稳定 。 

下 面 我 们 介绍 关于 一 致 渐 近 稳定 的 判别 定理 。 由 于 我 们 现在 
讨论 的 不 是 全 局 的 稳定 性 问题 ， 故 不 妨 假 定 方程 (1》 WAWA 
fO, ap EEL, co xCublü, Cu-1i1ó€Cilé] «HJ, 

XI BIG, EXEO, o9) x Cs 上 取 值 于 R* 中 的 连 继 
i£, BNUBDÓCQOITfQO, 9 的 在 [0,co)x Car 上 有 上 界 (或 有 下 界 )， 
则 称 .Fi， 鸡 ) 为 第 一 类 半 有 界 ( 或 第 二 类 半 有 界 )。 如 果 了 人 由) 是 
第 一 类 半 有 界 或 第 二 类 尘 有 界 ， 则 称 乒 +， 名 为 半 有 界 。 

Hd, KG, DE C0, coxCukd4A FR, Wl e e og 
BR. AZURA Pmi AHER GG) = —f'6(0 +O SDa 
它 在 [0，ce) x Cs 上 是 无 界 的 ， 但 

E6c0D T" /Ct, 6) = — £6*(0) - (0006671) 
GG D [ «H*, 
NO, 9 ERE, 
定义 2 BPG, OAO o)x Cu CRER EMEA, XT 


129- 


zh B AV: F6, 9o) x Cu (0, eo», 如 果 
inf LP(t, 4) -V(t, $1>0 


aF (t.c) xb 
对 任何 的 pa> 0 成 立 ， 刚 称 P 对 于 Y 清 足 条 件 (P) 。 
H3 BER R 为 连续 函数 ， 且 3S>0 了 时 FRICs) >s, 对 给 定 的 
Vet, p), AREPO, 4) =FOVYIE $00, MPR TVR ERHO, 


B4 VG, 2c at t8] code, 其 中 6€ Ce>0， 
850, SRP, 9-65 cosa. $^(5)d6, >a, n8, B 


inf [P F, $)—V(f, ó)] 


a«wV grt) «b 


= Vito [i-es 6 | exe] 


qub Cr.dy) cà 


a . 
> naa p Pint (8 a), (4~— )]>0, 


融 P 对 于 VY 满 足 条 件 (P)。 
定理 2 如 果 存 在 前 述 的 孙 数 %、v、Ww、V、P， 其 中 了 对 于 V 
谐 足 条 件 (P)， 使 得 下 列 的 条 件 成 立 。 
D AERES IRENG € Cn, A 
uce DV vA hs 
GD XHERCOERRBCCa Er, EO, rIEADI, 使 


得 当 t Efto, Ger BVUO, 20, 9)0ActloDlii, V, 
mV. x0: SE EZ E, +r EPC, Tlo PSV E, nt, 9), 


E-r«ExEB, EVO SOS 9) wOrz(, 9X(DD 
. dio f(t，9) 为 半 有 界 。 
则 方程 (1》 的 零 解 为 一致 斯 近 稳定 。 
证 上 明 出 后 而 的 定理 3 给 出 。 下 面 通 过 例子 说 明 其 用 处 。 
pis 考察 时 浇 系 统 
tet) = Agit) +B ~r), ro0, (6) 
Arpa) Enik AERA, AABE xn AEE, BEARN 
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dE CE fe 
SURVE BOR 
VA = g7(0)04(0) + [^ erc»secede. (7) 


HETTAR, EMCE An x» 第 阵 并 满足 C 为 正定 对 称 窍 阵 ， 
EREHE, HAE 
ATC c CA - — D«Q0, 
Vit Jj &(6). ERA 
Vio -zf((D- Eye(£) + 227 F) CBz( 7) 
—aT(i —riEmz(t-—rv), (8) 
现 将 (8》 的 右 端 看 作 z( 刀 和 X(t 一 所 的 二 次 型 ， 如 果 和 矩阵 丰 、 
Bf 8E DEuE TE AERE C , E dE £33& — v 70 3E Ho 6 LUI TE TE o E 
w,R'—R C95 3E di , H8 ME — ERAI Gn) c - wC] m D. 
这 显然 满足 定理 2 的 条 件 (ii)， 又 易 知 定理 2 的 条 人 忻 mu Bs 
满足 。 故 由 定理 2 知 方 程 (00 的 零 解 鸭 一 致 浙 近 稳定 。 事 实 上 在 
竺 殊 的 情况 下 ， 如 果 假 定 E<DD 且 
Tt) DD— E)z(f) zÀ z(1)]?, 
aT (f) Ex(t) maiz. 


hu] Væ pA act) |* - 20 CBl« (xD | [eC - 0) | 
-p|zct- 0)|*, 
XE- CE >00, MORERA 0, dH 
Vise mh]  [z(£ 20) |) klac] 
wded. 
从 而 满足 定理 2 的 条 件 (ii) 。 


例 6 考察 纯 量 方程 
HC1)= ~ a et) Eal =r), 0770, (9) 


Hopal), bOO Wes ERAS a(0 2070, limact) = co, 
l5Co «M, 对 为 某 一 正常 数 。 
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PATEAR CG, = -a0o600 +b o-r fe 
0 v9) x« Cu LIEGE, BERAR. WR 


va = les c) + | groan, 
则 显然 满足 定理 2 的 条 性 (i)，VY 沿 方程 的 解 的 导数 为 
Vn) = atya? (E) + b(t tr (Er) + St) 


ğ 2 
- r i-r 


«-[«- Zlieu Ibct) | e|xcto | ]zct — n9] 


ó 
ir 
2 ( ) 


«c-r *M|IxCO]|]z(OE- 71 -fat (=r), 


BMELRIFM<A, WLEGBUI —UEDS fog, AEE TER, 


i848 Vir) «z- klei, xo Y X20] df D, d EI 
方程 (9) BEBDE—EONDIBGER. 
下 面 考 察 更 复杂 的 纯 量 方程 。 


-n u 1 6, E) 
Bí? A = ~a( rt bU) r+) |e (1-1) 


Sf (lt 72 zb sgi- 

sif (1-2 e6)a0 «Lee + aen 
1 óf’ “ 

+ode-g( lacs 2I, zct+e)db)] 。 a0) 


PPRA) DOD 60) BOB ERAB, a (1202-0, ima) = co, 
[AN | <M, 0 M«8, DEEDE, r> 905) 为 连续 有 界 国 
T, 4s00Bjg( >s, g(0 20, RAET. 


ü 
JUR V 1400 e|. eode, uis) len, 
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p(s) = 上 二 ws。 显然 定 理 2 的 条 件 (被 满足。 
LEP SIVA, WPRVUS E APIEGO, 
Vix) s atit) + be) ntt n) 
la óf?. r 
+r ofta (t- -j+ ED 


blgict-e() + zb x (t-alt) +d 
4 5 


-g( loe) SP edo «620 | 


d ò 
—mq(ty- rr), 
ur (F) 2 ( ) 


d? Mè 
<- 


rtp 


ey eztay) sr (r- 7) 


«d zit- gitt ? F xr ci (1) Ode 


-g(a 2 ET +0d0)|. 
BO. MER x CH 为 任意 给 定 的 初始 条 件 。 现 取 r。=r, ER 
TAS 
今 将 Cto。，t。+7) 分 作 下 列 四 个 区 间 进 行 讨论 : 
Qxre[n, tat E)E ERARE MeO WEEL 
一 六 toJ 之 内 。 pu 
了 人 ~ Dl. z (1-7 e 6)dec Ljet 


1 
T—66[p[* 
8 eL, 
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ruat — e(t) zz: rci- ælt) +8)dg< ijel 


1 
rjg]? 
+75 rig]. 


LEVE huo eD 时， 便 有 


(Toten + sb RENI ) = g( Ga) VC) 


SLAC sende. 
ik o Paysan iei «Sepe Llp + 
Jy lpp - 0 39D qe e lc, 
® nre na TEILESIT 
megel eHp ajo Del 
+ 9)dec-Lv Cz- Dedi lel. 


对 + 一 ett) 来 说 ， 可 能 出 现 两 种 情况 : 
n r 
€) t-aco Efta n 7), iem 


ü 
loge». zi zi(f-o() e 8)40 
4 


«3 V mop awilo D, 
BHAVE p >u eleh du 


" 1 1 T 
Vc) sat) [13edelp € bac iv -idep ] 
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£5) poeti e fa p 90. HEF 


i ü 
rtf | ot- elt) + 8)d0 
TF 


BVG p Auc je Diy, Gy 
V 和 1 ðr 
Ve Pun ^; 1 ór, 
(T T [Sode p+ Lol + lel 
一 和 of lo] so. 


"T e 3,yp ft 一 和 t+ 一 
e Mi [nt] tetr)m, E-D Wk 


在 区 间 |f6，fo + 三) 之 中 ， 从 而 当 V(z0 之 hot le 小 时 ， 有 


-* E 
Vasser [EV c, p+ iVe )-Ya] 


seun| odo + aule -secieip | 


=h, 
D 当 iE| frir, ttr) MORHE, TAKVE) 


zÀv(Clo DRF, Vos) «0. 
HA ERER, Mitt ta tatr) 时 ， XVGQOIÍ 


kocie lh, 便 和 有 YC2,) «0, 
TEHE = t, +r RE, RPO DY， 一 TEL 


则 分 别 RET: 一 EL -al PHE 


> e( (1) + E b 0)d0)> a (:- 7) 
m fe (t -. l 十 8)d8 
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2l (1 一 I) HC 一 l 十 8)48, 


1 1.2 Öf’ s ` ias 
E 39657 ios e C t d0) z» (E- act) 


2 zi(f-ao(40)d0 


"DI 577 a, 
E (t—a(t)) Fr — site tt Odde 
HI Lr 
2 


J 二 2 
iX Y Go) so A ae oo esto soe» 


fleo) ~ gV (LY) ] 


20 ME 
2-9 H0. 


E ge SE B 2 83 Ae PE C ) B RE 
最 后 验证 满足 定理 2 的 条 件 (ii ， 因 为 
TOF CF, $= -alt bD Or) 


«o» [16 (2) 2f E 
«eo [Le (7) 47 P r 
tojdor igra ES Aa) 

E 1 är’ E 
048 -gH (0+ S|  efcnae)] 
dr 


< = OH* + MH? +H’ n H* LAG 


lan ðr X 
4H! «4—— H* [ 
4 10 


«MH* ean (1. m, 


WCG. OAR R. 
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综合 所 述 ， 由 定理 2 便 庆 方程 (10) 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 

下 面 将 定理 2 进行 推广 ， 使 之 具有 更 为 广泛 的 形 闷 。 

EWG, s)EGES TER, x R* EHE TR PARERA. 关于 
RAÉGESAHg, ipsc OBpW Qt, 32090, ajeg bjao, BMC) = max 
{ sup éoofct, $), 2^), mca) =minf inf g0) 


tn isn 
189 €55 | «Il (9$ 602 15 


2 
fct, d», -二 上 


定理 3 ”如 果 存 在 上 述 的 函数 Kx、Y、W、V,、P， 其 中 P 关 于 Y 
满足 条 件 (P}， 使 得 下 列 条 件 成 立 : 

G) 对 任何 的 t+ 守 0，BE Cn， 有 

uc|óco D «Va, Dadel, 

GD OMMEBIRgI.0, eC Cu, HEr E (0, rFIEAIÀ, dd 
得 当 t CD, dr BVG, m P)) ho( wD 时 ， EVG, 
XO, Dah Bit +ro HPC, x, 9))7V(G, T(tos 
9), t-r,«éctil, d VO. pW, zy P) 
Zn 


(Hi) 对 ae>0， GUGEIEXCNUC, ENTRAR C 
[f-(i-1r, f-2ir], Ó21,2,-, 有 下 列 两 种 情形 之 一 成 立 ， 
(a) FG, $039 8E — E SEE REEF 
Sf Q2 wes odt»vab, 
i=l li TE 
(b) xfcrd»)AHBLAGSEHASM, 


S| UT Owad van, 
则 方程 (1) 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 

uE 先 证 一 致 稳定 性 。 对 性 何 给 定 RN) £0, W 0— 0 满足 
de, ho(O)«uCGD, WAER £00,9 C Ca. plad 时 有 


Vitg o) EUP E06) LE), 


. 137» 


为 简便 起 见 ， 以 后 用 % 代 天 z(tf0,9)， 用 r) 代表 xf， 
pt). WEE: 
VEE x) Lue, fmi. (11) 
AX EDU trO BVG o Avde DR, BRODE G, np 
0. xk 3 *[-—- 5i tEEtnsto tF) HA VG zo Avo lb 
ks)。 因 此 车 (Tt) 不 成 立 ， 必 存在 Bild.4rQ.RO-chee, 其 中 


ec inf P(E,- VCf 00), tE 
UE orci) uu CH) 
1° tE ecu(e) - hc um) CHCE) 


2" VEE eO EV My 


3 V(f 2,270, 
于 是 POL, m, Vit) Re u(e) - hee 
六 
根据 条件 (ii)， 有 
VO ums Ws [zu]. 
RHPA., KODRE, WHAO 
|z(D)| «e Ht R 
HHHOO HPRH KE 


下 证 一 臻 吸引 性 。 

现 选 go>> 0, W pld Ajan, madRODg 
Vif x uH), 

XHIsüycQO,.H,. WER dum 
d& DE, LL uU PODOV 9), SOIIERHRNTIR 


uce) - (N — Dd &v(H) xuce) + Nd, 
FERRET >t tro WE 


VP, er p «u(£) - (ON — Dd, (12) 
车 (12) 不 成 立 ， 则 当主 fi trki, CEP 
Vit, n pue) CN- 1)d, (13) 


* J38» 


E PL mYMVG 2) deule) + Ndu IH) CE) 
PQxÉx, 


由 条 柏 (i) 可 得 
Van) e Pomar) | Ws laco pds 
Para 


sD- | W ts, [x $2 pds, (C14) 
falta 


由 (13) 及 条 性 (1) gi, DECR S tr Bioda Daule), BE 
a> 0, 使 当 tat ttg 时 [z,] 2 28. H 下 存在 一 序 列 {: 
Fo) 
现 假定 f(t,$) 为 第 - -类 半 有 界 (如 为 第 二 类 半 有 界 可 同样 地 
论证 )。 
Wre[5-2xl 本] 时 ， 由 微分 中 信 定 理 及 MCa) 的 定义 
可 得 


EA p 
2 2 acc 2 ),., 05 D 


MESCAACH DICEN 
«Mato Dt, 
Eai Ég 
Hlett) j S eG)? alat, dE lIa, 
EORR Ai 
VCÉ + QR 1)r m cciasio D UH) — MEME "WCG, 


patre 
lata) |ds 
Å 


to 
xv(H;- =| to a) WES, 


iaj“! iMi(a) 


ads, 
X SV 4) 03S. KOD RRX BRER T, = f. 十 528 
-1rü Ru. 
. 739.: 


TPT: h, 有 
Vit x, xu(8) + (N — 1)d, (15) 
APTA MEEST, Qf 


ule) +N- DdeV(a,z, ) «u(e) + NAH Vca m, 27-0, 
于 是 Pia,w ) Viam, ) c dz»ute) + Ndz»v( H)::VCÉ uw), 
EC 


BRG Ver) a- Wia, enD Su TP E. d 
GODARE o 
MUT AER tra’ MEOD ROC - DdHUEo GOD, Ra E 
似 上 述 的 论证 方法 ,可 推 得 存在 Ts = 工 :+(28+1)r 使 得 MT, 
时 ， 有 
VG ,z ) &x(8) (ON - 2)d, 
重复 上 述 的 证 明 ， 可 知 存 在 T= ANCR +D, 使 当 
tz Tt f 
VC x) eue), 
And |a 二。 证 毕 。 
定理 2 是 定理 3 的 特例 。 事 实 上 ， 当 全 (fs) = OON, f, 
和 的 半 有 界 性 必然 满足 定理 3 的 条 件 4iii)。 
当 方程 (1)》 的 解 满 足 唯 一 性 的 情况 下 ， 我 们 可 条 用 解 对 初 值 
的 连续 依赖 性 ， 将 定理 2 EL oto tro 上 上 的 条 件 去 掉 ， 得 到 
如 下 的 结果 ， 
定 现 4 如果 满 足下 列 条 件 : 
(i) ”对 任何 的 t 宇 0,6E Cr， 有 
u JOPE, dosorclió[ 0, 
GD 存在 ro E00,r], 使 得 当 i 守 1o er APG, r SVE), 
t-r aist E 


Vr -wrt) Ys 
(Hi) JG, OA AR. 
出 方程 (1) 的 零 解 为 稳定 且 一 致 吸引 。 
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B es 


LEHMAN), Wk. 

定理 2 和 定理 3 中 都 要 求 f(t,$) PAR, HEHE MT 
Va, p sede DES ER, Lasn F'xx herd, AO 去 撞 
经 典 定理 中 要求 1(1,8) ÆR x Cn 中 有 界 的 限制 。 文 [43] 改 进 了 
文 [45] 中 的 条 件 ， 使 得 不 必要 求 Y(t,zx) 钼 处 为 定 负 。 下 面 介绍 
Zik EL 432328 2 JP" 37 B9 7E SXL 443. 

9| 381 iEx.[2,05] 10,1129 XE SE EE] E ,W 10, 00) [.0, 00) 289 3E 


SE n por Hsc OH W (52 0, E IR TE dE a>0 使 得 | x t)diza, 


则 必 存 在 8>0 合 得 | Ww coctodto 8. 


证 设 E= {fixita a), axisb), miE)j& En Nw 
HE, dim (E) 2, Vj 


t ; ot g 
ex[ acd «| ztodt « z(idiL-- -sg 
a k La,b]—E 2 2 


导出 了 了 矛 JE. d&m Dx, 


b 
因此 ， | capD)dt | Wedi È Wta/2tb —a)dt 
E] E E 
2WG/26-2))-5. 
4B-W/205-2)) BERE, 


对 于 zER"， 设 [zf = max |z|, 对 于 é€Cs Wuém- 


(5 全 HOTON 其 中 :为 $ 的 分 量 ， 


Ww. We, Wa. WRR 为 连续 非 沽 函数 ， 旦 当 8s>0 时 
W.085)2720(1 = 1,2,3), Wo? WCO 0C 1,2,32, 

定理 5  [EDETPTEBUXBBUBPEÉOW.. w, W, w EPRIV, K 
TPRDTVGBGRGRJEOO, tt TA RFR: 


* ddl 


(D XHiBIByC SO 和 Eee， 有 
wiCldco) oV d)sw,(|óCoo [Y Awal b lo. 

Gi) WHEE o 0, PECH, WE fo EE (0,7] RAIL, dE 
得 当 PCT. Fatro HE VG, xa p m ADwsClol + 
WsCIE e NOI, VO m0. 9)X0; 9 Itu +r, E PO, 
z,,9)) VC Hum t-r «ex, 有 Vz O9» 
x -wüzug»I. 
1) 21 8 CL) S] SERE 2 — AARE. 

证 首先 证 一 致 稳定 性 。 对 给 定 的 > NEH, w (OLM), 
取 420 ER de, AÀw.(d0w,.Ce)/2, 及 AWs(d m) < 


w;(05/2, 
下 面 证 明 ， 4 pl «om, Tr 
Veit n) Kwil), (CE Eu) (16) 
DS UE TAGEN SER M 
Vea PEW POOD or wascCllo ll oswsicd) 
TtWaCÓVZ nr) «WD. 


hArDe, GOREL os fo +1o) 上 是 成 立 的 。 

Wem Oe 式 不 成 立 ， 必 有 tit, +r, 及 0<h<e 其 中 e= 
SQ P {P(E -VCf d)), [818 

Siti) cV (fb) aw, (r) 


1° PE ew, (E-k V sr ) CW es 


2^ V ,z) «VG, m), fof, 
3”  V(f,,2,)20. 
H1", 2* Eel iE 618 
P(f,,z, ) VG a) tenw (e) ~ kite wle) 
VOS) fa Est, 
出 条 件 (ii 的 第 二 部 份 得 
VG 2, — wT) DEO, 
xX53"7- E, WODARZ., JADRE ECOSSE ICE) | 
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<e MU) BUSEA Ve c3 EDGE. 

CEGE— 5KER G[|fE, XP HE -min(H, D), ER 020. dE (D 
lpi «Biz p O ER, (mV. 

HRG), AVG, ep aw (并 ) Aws dA nr), 83x E 
X Bow, (H) +w (Hv hE }, 

XpAXENJe—O0(GH), d= inf (Ct , 0) -V(f, 

wo(rbne! (Lb) HB 
$), 下 设 N 为 一 正 整数 ， 满 足 
w,(8) o (QN — Dd  Bxzw,(6) 4 Nd, 
现 要 证 明 :， FET >t, tro 448 


VO gp) ww.) FUN — 12d. (17) 
dPGRER. MA Ett, tra, BD] | 
Vit n pw e) - ON — 1d, (18) 


于 是 PO, zx) m VG, q) +d>wile)+ Nd B> VĒ, w), 
FI 


WRGD VG, ns wec DE, ers. MTR 
t 
vite) <B—| wi |x(8) |) ds, (19 
fatto - 


HIO8), WwiC[zCEL D 8 ws CI S BOT WC IZ Eo ru. 
Bib. skXwaCpxGOo DmwiCo/2, WAW x 029 wi(e82/2, 
HE, = {ftw Cila, HO w.Ce0/2, E20 E, Fats Ej Ei, Hro) 
-E,, WIRICE, MEAE ERG dil, li 7-2. WREE, 
WFE- ETE bije 15. 

在 t EE, 的 情形 ， 有 


! gi 8)d0zat, 


SPEM 3^ A 
PT [RESO ae. 


Big [eO | Ht eI mic max. [n0] 2 [200] «1, 


a J43» 


dup HÉSUEEXEST 0, dESE 
b wee) ps P w( LX zi (6))dizs B, 


(205 

BOW ERBLBIOR-)B HERY, T, =f k+tDr+ 
2B/w(5), FERK 

(a) m(E,(] Lf, tT poo n, 
aED müO.D[i,—-rT,]D:3B/wib), 

EOR, MÆ Nli tr Ti PRAEFERT AG fom 
Lia WAE fit, tH, taoto Srg =, 3k), WODA 
《20) 得 

WT ar) <B- (Uo wai) Dds 


«B- X[5o"GEeeyeas 


=l i 


«0, 
若 (b) 成 立 ， 出 (t9 式 得 
VO, eed <B- È, DR Wib)ds 


=B- wh)mE, nN [fo *r,T,1) «0. 
Bub. AIpOONOOOBIBS3L5SV-O0cE. ODISSE. 
用 类 似 于 定理 3 HERF, Wf AER T A 
Fit m) EW (Ee) +N - 1d. 
类 伏地 ， 可 及 证 明 存 在 T: Ta, Tw, E tT, (k-2, 
3,…:N) 时 ， 有 
VG x Sw Ce) - ON O- kd, 
TEM ZTuIBPEVO,.n) wE), MA xime, 
这 里 的 Ty -1,-N(ORRDrER2B/wOD, MOSROD RISE RENS TE 
HERE, EE. 
TEREA His 38 5 的 一 个 等 殊 而 管用 的 推论 。 现 取 
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V(CL d) =V G0)), PC d) 2 POZ CE, 60000, 
推论 ”如果 存在 上 上 述 的 mwssmy7 PLE AUR SIRE. 
D w GEODE EP Ew lAo )), 
td, $E Ca. 

dib P (V eri SV (EzE, d-—rxExt: B, 

有 a 
Vt aew a e 
WAERD HERD — RAE. 

证 B sr, A> 及 连续 两 数 ws: RO—R', 2 s> 
Ws(5)270, wa(0) 50, MEWE AMO C Cu, à, 04 FEL, 
fo+r) 了 时 ， Æ 

V.C ECE maw Np + we lm Y(t, rt)) 
VE TEN, i eraic P Y. O ue ) >V(E, 


z(E)),1— rei i VOG,x(Dos-wüscbp. 
nf 8,2 fp Go i JE SER 5 BUR fp OG. 
Wei Do A PECORE SEES ACIE CO. 是 显然 的 。 祖 据 定理 5 便 
得 (1) 的 零 解 的 一 致 新 近 稳 定性 。 
这 个 推论 是 非常 著名 的 经 典 结果 ， 即 所 谓 拉 什 密 六 (Pa3y- 
mxtH) 型 定理 的 一 个 典型 定理 。 
pua 考察 纯 量 方程 


&(1)- —a(t)ztt) - S bCi)x(t -r(0)), (21) 


了 一 1 


其 中 aG), 5, DO SOS ERE ERU a (1028020, D Jb x: 


j=l 
khó, ZREL, OERE, 


WV, (2) = 2 NIV HOD BOIS SOR 


Vn) 2 a Do vr Fr)) 


j-1 
* 14857 


D oaCct elato roD), 


KA 
zc—drtbCEy + 
RPV D = Vy) acd, MP OAN GOODS V, E), 
pre UM URBE Mart (rti), trict, MAR E= 
torta, J=, 2, en MA axt (Oo xt G rE) S 1 
no 因此 

V etp Art (0) + hd aV) 
= — (1-Rk gli, 
RER a 使 得 A a <1， 钙 能 满足 推论 中 的 条 件 ， 故 方程 4321) 的 
零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 
下 机 介绍 一 个 指数 稳定 的 定理 。 


引 理 2 *" 若 存 在 泛 画 Y 满足 : 
d» aj ors Eo «hl, 


Jeho, m 8 为 正常 激 ，1gk = (cob e. lecoras). 


di) V(,$)«-c|$40 !', (C20), - 
则 方程 (1) 的 解 看 如 下 的 指数 估计 ， 
[zto p H 二 1 
其 中 
~ CF yr 
EU 
- 17r - e 
TE (80 —RITDSETRSKO 


c rc 
E 8)2———8G0 
证 SD = 了 0+ 


; . £0 
ni BOr) =0, B S, B (9) = OX g, 


& VEDY, D +| ecoiec pde, 
BG. vj G, dos DÀ ROINA lis (22) 
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而 Vrp) = VA, KO $00 -RONJA 
一 | BDE do 
"E " e f, a 
<= [oE AO S [^ reco do 


e 起 一 e -* V*ci,d» 
ri 37r kB) 


1 


e 


pa, 
(1 +rip+re ` $)£& - aV $. 


(23) 
11422271 (23) 488] 
vr to eO CD PV? Cam C 9) 
TV 
SLR +E diple (n enm 
= 人 
= [+ 这 pig . 
£I; IzC eO | ROO epe tton, 证 毕 


根据 引 理 2， 立 即 得 到 下 面 的 结果 ， 
定理 6 MAESE MFE 的 零 解 为 指数 稳 
定 。 


$3 WRXBSTTIHEASEIE 


上 节 介 绍 了 稳定 性 中 的 李 雅 PERE BE dE. HDCPGEE OH 
VGO,4) 的 一 般 结 构 引 较 复 杂 ， 故 人 们 更 原意 使 用 它 的 特殊 情形 
(tf,g(0))， 即 李 雅 背 诺 夫 函 数 。 上 节 定 理 ? 的 推论 3 和 定理 5 的 
Tit, NCIJECK B SCHEME TOS ERARA IR... ARD du 
{HRE (Pasymixñu, ġe} Razumikhin m gm, Yrs xk, RE 
-KERAEZ HENA ERATA EEST 3 

WF ERFDE 
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其 中 三 R+ x CRUS X, f(5,000, 
HV :R* X 习 "> 及 + 为 连续 函数 ， 它 镶 (1) 的 解 的 上 者 导 煞 定 六 
为 
VC 600) = Bm EV Fh,zC ,b(t +h)) 


—V(t,Óó(0))1. 

定理 147] E 

G) jz peva, ogo rp EER, rcRB» 其 中 #、 v: 
RiR -为 连续 不 减 通 数 ，&(0) = 0(0) = 03 

(di) 在 性 何 6€ C, duuP(CV(t.e(000- Wi 十 日, 由 [0)》。 
-ræt Hu 

VO BOO FEE, éco p eg DGCG 090). 

HRP, g, G:R*—R^, Mx4scOpjPQILs, G(37»0, G(0)-0,; 


x ['acodi «co, XjaL529, 有 lim X9 AX F:R* 
E FEES ZEE 


x R*R*35 X&iie 3 [6000 12202» OB, FC | (00 o0 vL E 00 0, 
其 中 由 (tc 为 连续 函数 ， 甩 对 于 万 > 0 和 5>>0， 存 在 各 = 了 (CH ,0 


>0， 使 得 对 任何 的 T>0， 均 有 |。 Wo)dtz roD. WIR 


CD 的 零 解 为 一 致 新 近 稳 定 。 
证 iagi, HA 
VOL PIS VE rz), ft—-rzExt 
>PV {t (F) VE rE), f£—rx£xt 


Bici, 
=> VO ,EODOEgOOGQO C an), 


诈 满 是 $2 中 定理 3 的 推论 3， 因 此 方程 (1) 的 零 解 为 一 致 稳定 。 
Tur— 33| fk. 
取 定 H>0， 由 一 至 稳定 性 知 存 在 96>>0， 使 得 当初 始 函 数 9 清 
i els om, fifa | eC | =le 0D IH, 


= 1487 


4fibem0(—HD, M= sup GO), Wa 满足 0a 
3 


Casat (CT 


inf „EPD s] ,Ha«0.58(2) , BIER AN W E 


用 .Se 


0.54(€) r ON - Da «vC(H) «6, 5u(e) + Na, 
由 于 | ocdt «oo TET = fo + PGAR EO RR 9T 


Bj, 有 Mt| acodsecs, 其 中 入 = min( v(H), 2) 


SIEBEN]: TETET D T. dA 
VT ,RT «0, 5RCE) E CN ~ 12a, (2) 
PER. W — iT, di 
Vit ,a(f))20.5ut£) + CN — Dazz0.o8(8), 
Btk ipede 29 0,59 G8) .BTv23 JE AL bee LA E Ed XC 
070, (Eg [x0 ]zo, HRR F WU. AEG, ep 
VG o), 
X PV VTE) c az 0, 5u(6) + (N— 12a +a 
-0,5u(2) + Nazev( HZ V(OE,x G2, 
i—-rzx&xt. 


Hifp di 


T+T 
VT eT PDKT, ET) ~ È pt odt 
rf 
T." 
«nj gitdi 
T 
T+T 
«vai y-[. Yodi +A 


swan- liest «co, 
jk 5V-0FJE. OON, APT ARAT eT, 
下 面 证 明 ， 当 t>>T: 时 。 有 


VG, 2(£))«0.5u(8) - (N— Da tv (3) 


TEM 


irani Epila 5! Ta. 合计 


Vid,ut E431) 50, ute (N — 10a, (45 

VC 00 ,)) 20,84) + (N= Da € E, (53 

B. VG, pett VEE EV Eaa Ea, P Aa, 
(6) 


BIO, (80, PV (UD Y VE amid) c as VOCE, CÓ ,20) cca 
-0,54(60 (UN — 10e ca 0, pule) + Nazzo(H) z V (5, x(55), 
P—rxX&cf, P Qxixi 
i ER PE CIO: 
fa 
VA aED LV eM | gydi «uce) 


TO -]aocÀ, 
REDDF, MG ERES 
CTmrg AEST, PAHLE, MARET 一 了 :+ 
T, BT. 
VC xt) EO ue) + ON —1)a, 
同样 又 存在 Ts =T,+ TS WRAT, dp 


Vet atj) «0.5u(8) + (N 一 20. 
继续 做 下 去 ， 知 存在 Ta Tevi 6 T, PEH Tah UN 
VO Rt) OHOE) 二 
mds [e «e CI Tia. 
HOY Tag Te2NT-f1,-B80ce2N(QPA-r)HB8re2NT 与 1, 无 
关 ， 故 方程 人 1 ?的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 
推论 1 PFEG, o =p OW), Hh g:R'—R* 为 连续 ,对 任 


WBSO dede T = 8(B) ,使 得 对 任 一 个 T> 0 mu ads 


Bp WRR ERER, s> 0w, EH 2 的 其 他 条 
性 不 变 ， 测 方程 (1) 的 零 解 为 一 致 渐 近 稳定 。 
WEB] ERIRE, MORE. 
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推论 3 JHURFIRtX ROXRO—R, N, s, WIRO—RO, WX 
HERRAR. WRA ETA Rt 
D EERO Ys 
di HVG +e, pja, sreb, A 
VO YON ER VE PONNE 
Gi) CWVIOBB FOV, Os- p OWU), 其 中 的 函数 ， 
vCDRIW CW) 如 推论 1 所 规定 。 
(1v) MAN isum 0, i23,2Bp HH 
ECE, VN F, VN A ap DRON - N,, 
其 中 tw) >d, 
Ju] Jr fà CL 8958 RR 7a — SEE ESO e 


1 _ 
E i x w wv 
证 BPOV) = 十 kia WV, Mayo 0 时 PSV, 


HENO) 三 PCOVCE xD), 
HERG, VE, EDEN), t-raiaih, € 
Vt, ety Pt, Vit, xt), NOD)«F(, VCE, 
DAL Fet, VEEE), 
NED- FVE e t Va E |. 


BUE SE HF GRE GO f 
Pt tt s PWAV EE) + POOKY INCE) 
-VG, z(0)! = -4OOW(Q(G, x()) 


+ HEIKO [POE st) - VOCE, RECO] 
= -WY 2), 
可 见 满足 推论 1 的 条 件 ， 故 结论 成 立 ， 证 毕 。 
推论 3 如 果 将 定理 1 中 关于 Wf，o) 的 条 PROMO 
fre, c)dt -= ce， 其 他 条 件 保 留 : 或 将 推论 1!，2 中 关于 (二 ) 竟 
条 件 改 为 | vcodt = eo， 其 他 条 件 保留 ， 则 方程 (1) USERS AN 
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近 稳 定 。 
证 明 与 定理 1 类 位， 从 略 。 
例 ”考察 纯 量 方程 
(E) = —az(t) bliet -r(E)) e ft, m), (7) 
Hhf, R'xCCu-R,.3EBRS CO, 00170, Ori sr, r D fia 
bx SES 4 汐 正 常数 ， 此 外 ，f 还 满足 
[0 为 连续 ， 
MRV = x*， 加 Y 洪 方程 (7} 的 解 的 导数 为 
VCE e ZEE = az(00) + DEEL oro) 
+ ft, x Lar (tf) 
*2|z() COE |z0£ -rt))] 
-EGDIS]J. 
HVE AOAN, -rabo Gg 


ET 4 2/ GC LEO [ 


+5] VND EFG, Vo), NO, BONJE 4E i628] o 
fFGD, . 

而 FG, V, Yo--2ta-|b(D|- FON, eO) -a- 
lbcto| PC, WRAD EEL tF WIFE IRHSEIEZRUAR 


Fii), 
LHN, Nmem0, (LVH, IFG, V, Ni) FC, 
V. x24 V [|b 3ay] NS 
NO [ne Cie + POJE 
"T4017 GIEETORIT ESTA Kays, 


MRES OBS [CO | e OD siy ERR 立 ， 
则 有 epiécbo[-3X0034«a- [62 |: - 90) 8 p(t)， 令 KG) 


. Kte) 
T= a? ABT 


21525 


K(nDtibo re da»3[N. ~N, | sW atie] 


*tÉCOOIIN; -Na EKYN, - N, |, 

cs t EYE 2I AR ppv). 

HEERO ERAR, AAR OR RR T S0 

RB XE IURI IH 2p PEE T3 BU RNAAR kera 
EAT SEE CASE E22725 

EE HRR: RR, BERE- 0,00 P8 EE BLUE 
第 一 、 三 类 间断 点 ，(s = 1，2，…，m 0190), WEWE TAIN 
Rs 

G)  Mux-0HboWmxOrQ—0 (5-1, 2. y n8) 

(di) V(x) = X [I 4 oodu xp — Rel t e Sii e 
Ritt, [zd H (H«0,,5-1,2,:-, 0) BPO 
SVE, Porgi, (eiQeac-rnN, d 


DD m0, (8) 


HPP, RO—R^Jp££&&, BoksodsjPoo s, 
(ib) f 将 RxC 中 欧 有 界 集 映射 为 R" 中 的 有 界 集 , 则 方 程 (1) 
F^] SER 2 — SEU o 
证 Y(z) 显 然 为 正定 用 具有 无 限 小 上 异 ， 故 在 [0， HH! 
Ho FE ESA AR us), vC), »(00-2v(Q0 =0， 使 得 
ulx DaVon«v(|x 2, ERs, (9) 
ffe 0 (eH) Hei-min(e,u(8)), n: inf IPrs) 


-5]- 9, Mta, 0-a« a, BENA EEL e Naz-e, 成 立 的 最 小 


正 整 数 ， 又 取 正 数 4 <e,- [51 ex - Daj, RIE 8e Broco) 
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E, 


«X. WOO, EORR BE RAEAN IR PV 


THF, T,-—g, '« |i, 有 
ViætE) =V ert, MOD LE (10) 
EOAR Hts- raisi it 


VG) svi eE ud) e 


MRE (ctm E toei E BIVQO»-, Væl T) = 
En VOGN) =L +N- EYE, TON, Vit» 


<V Vi O MAESE PiLT H, d 


P(V (i EV & a»V((t))*a > 号 + N 


= a + aE Vio). 


id M-max(|f.(t, do]:5- 1,2, e,n, fimi, EE 


H}, REX e'ce,- [^ (N- nal, vae /n( ~ EOM. 


HUBER XE SPEC CO BO RE, XE DE, T OP GS COO BT ISSUE 
HARA, KEL, 7 IRR A 点 ， 

itd. «eu «i -d. 
使 答 除 某 些 CL (iz1,2,-,m)5, Bio, CE: I Nem, CH) (i= 
1,2,7:,) 为 端点 的 区 间 内 不 再 会 如 (2,) 的 间断 点 ， HWER 4t, 
LECE a HOM 

LACACDBEE NCNCODEE v d=], 2, itg Hu $1, 
PPLIM n). 

化 (1) 为 等 价 积 分 方程 且 用 中 值 定理 ， 有 


z.C0 iD 2.4 (6. 38 +; isp dy 
| V. Gn) dx, =f : P i-i ' V, CO, dz, 
0 t 


. J54" 


aip 
=Í pir dian, 


+ 
t. - 
za 0, u 8| EMITE 
+Í M V. On Mir, 


Di 
ESSET! 


3 Ci. p] 
=f l v Pelta) d, 


f; 
+ 
T 


FOL nodteu im (H0) 
L 


GE (4, 110) 


D 


EU !7 a (anode, 


+| ! pua) - GGG) 
i- 


iE-1 


+ GE) MOL, zd 


- z.€ pU) 
<| ESTLS 
[+ 


2 di GS GO f Cum odt oM 
É-1 


— fi), 


ua 0D 
于 是 有 Vaoci»n- x| V. Go dar, 
b 


5-1 


«E 7 eode, 


Afi [ Bt fe, z, e 
93-174-71 
-TüvM(CT; 1; 5, (1) 
由 (8) 式 得 
VG AVE HUMC = Eiaa) 
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EEA AGIS smR RRRS RR, 44 
VE AVEA FnoMeF ry Vr)) & 


xe, +N- lja +E. — E (N-i sa| 


=E; 


BVa T =e P, KOOR Y IEE. 
定理 3 dB 
(i) 定理 2 的 条 忻 () 成 并 
Gi) jERE2AU ARD BRI COGO 


Sus OF nom FO, |mGÓD., 12) 
=j] 


其 中 F，[e，co) x R*-eR*, E, FO, 00, PO, A 4A 0 
WIXnEHCCTA3EWR, Bb5b, 
lim(^ FG, J)di co 


T E 


对 所 有 了 ze 一 致 地 成 立 。 
则 方程 (1) 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 

证 ”由 定理 2 知 方程 (1) 的 零 饰 为 一 致 稳定 ， 因 此， 对 B0, 
FESSO «H ) fitis Um d e Ce dis FE lel «OB, X— UI 上 产生 
>e +r 

[z(£) m eG DOD EE, 
从 而 VaGD)w(H). 

要 证 方程 (I) 的 零 解 为 一 致 渐 近 稳定 ， 只 需 证 明 对 任 疮 的 e> 
O(e«Ho, Wüe,«minte, u), Tiik T*(86)20, ENH t 
f TH 

Viti) «e. (18) 


id inf [P(-s]- a, Ba. 0ca« a, i N45 


zx mU CHO 


Bi + Nazev(H) 成 立 IAE 3& 数 ， OC dd cio 6; e OT 7 D8, 


. 156 5 


i= 1,2,--,N, H= min( 5, viH- 01)>0, WERE «uA IE 


XO BESGA e, BARE, ORA E XPT o(Ho 66^, 1E dx 
T(5)70, 使 对 一 切 了 上 e, flr 


jore. Jodts-vcH) + e, 4) 
第 一 步 ， Jaug BH TESET | CL, um +T] 
V(zx(T ie (15) 


ERE FTA MWH Fst TH Viro, TE 
P(V(GCE))2VGOGO)) & 0 >V) ae tae, 4 Na 
SuD SVED, G-re£EG telat tT =f), 
iB e Tu, Momx(fiudolitoetu Tu, OLEH, s= 
1,2,,1), WEOE /nMT, debts, THÉ mI A RS 
faciie x Rex m dim 


按 定理 2 的 同样 证 法 ， 类 似 于 (11;， 可 得 


pr, G 
Viti) xf qi. Ge, J di, 
>=] 


. PRE TEON M 
«x asso dr, 


im] 


+f; 25 D GSCOO FIC n) ME 


[ 
+ CE nM, 
BEDA 
Vea DVd aD - [7 PC AE e Cf 


-È , )nMu, i-1,2,-«,.m, 
BAA = 1 到 i= mm 求 和 可 得 
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Viri, T)) eVexttz)«Viott,Q-l — PG, dt 


-L&'cu(H)—v(H)—2 e 8e! —0. 
SRHDTOPER, WODR. 
下 证 对 一 切 上 二 了 ， 从 而 对 一 切 本 + TA 
te +A, (105 
TOR. MWEE, Di LT ÈV) =e, Va) 20, tB, 
BHOSf,mtet., Visit )sVizci) «Vif. PÈ 
PO GOD V izCt)) e azec, + az VGOD, 
t-rasi, higi, 
在 [ti，t,] 揪 入 Mt 个 分 点 ， 按 定理 2 的 同样 证 法 ， 可 得 
Visit, DAVE i + ec 十 此 
导出 与 V(r(ts))=cl+ BIB, WODR, 

BI. abHSSSS Gp. e dE T Erf +T, 
fy ITEV G(T, DSe, +e, 而 后 叉 同 梓 可 证 得 对 一 要 >T, 
AR izmige62T, AVE, 

BEP LIE, £2N4 E ENEON Hun, iXHOT*-2NT, 
证 毕 。 


$4 自治 夭 统 的 李 雅 兽 诺 夫 运 国 


在 本 节 中 ， 我 们 将 对 自治 的 沦 函 微分 方程 进行 讨论 ， 着 重 介 
绍 不 变性 原理 及 不 稳定 定理 以 及 它们 的 应 用 。 
考虑 自治 方程 
ict) = fee), a5 
其 中 1，C->R 为 完全 连续 且 方 程 (1) 的 解 对 初 值 连续 依赖 ， 过 (0， 
9) 的 解 记 为 xp)。 


定义 1 集合 v7] 00—(n(D ER 0D HERCO SR TEC 
zx spe E SER 
定义 2 PEEP =o nonii, (9€ C, Bl 
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Fyer (OR — To RR, vt OO IM WoR ERR S8 dr A OS 
r GO Bod4R IR S, Wta (Q0, 

EXI WACC, WmmRHuecABXI—ULCREUSZG)CA, 
则 称 4 为 不 变 集 。 

引 理 1 FEODORE r nA, Mirte H X 
RHEA EEEF., X. HEATER 

证 明 略 ， 可 参阅 -28] 第 4 音 中 的 79 页 至 82 页 

如 果 证 函 〖V，C-> 及 为 连续 ， 则 它 沿 方 程 (1) 的 解 的 导数 定义 
为 


Vb) = V, 00: lim LG) -V(4)1. 


定义 4 ”对 于 C 中 的 子 集 G， 如 果 YeC->R 在 G 的 闭 包 CI1GL 上 连 
& EdXEG E V0， 则 称 V 是 G 上 的 李敖 普 诺 夫 泛 函 。 


jk OS-(óié€CiG, Vido s0), 
M = JOD ES LECCE RE. 
定理 I( 不 变性 原理 )  HDRVIRG EBDAEGEGNREAEEHD. 1p) 
是 方程 (1) 的 有 和 恰 解 且 留 在 G 内 ， 则 当 +-> cod (9 9 MUT, 
证 出 蛋 理 1 知 入 (9) 为 相对 紧 并 且 具 有 非 空 的 @ 极 限 华 


eO (D, XDTEGIEV«o, VG REFA, 则 当 
1 一 cc 时 一 定 趋 于 一 个 极限 o， 由 于 Y 在 CIG 上 连续 ， 所 以 XP vc 


o(y* Gr) fis Voab 2a, AW Vo «0, LAIME (9)) 
ETER., Mut) EM, Kaca D, Bon G07M, 
证 毕 。 

[ik] 当 t 一 ce 时 2 0p2-> 邮 的 含义 是 指 

lim inf{ lz, (9) ~ 9:6 € M) - 0, 

定理 2  UmRVARRU,.-(ó6cC:Vidoca) 上 的 李 雅 普 诺 夫 6G 
函 ， 且 存在 常数 KK = 天 (e) 使 得 和 与 U。 时 就 有 | 由 (0) | 之 六 ， 则 (对 任何 
KpE., NMi-ocoBHUgrop-M. 


+. 759.5. 


I AROCU.HGEU. ER Veo. Matrone) €U., d 
ATA EROBPR IG CO | xK, xxUlo X A. MB S i 
FERIZI, WEB. 

推论 WViCoHBRoexM, VO -0, MEEI MEE R 
Stucymw00, rco), w(0) -0, i 

G) ue D VGD, 

di)  V(dosz-wt|óco3D5, 

则 方程 (1 的 零 解 为 稳定 ， 所 有 解 为 有 有 界 ， 如 果 WW(7) 为 正定 ， 则 
当 太 >c 时 所 有 解 赵 于 零 。 

Ap GHIRVODOUXESRURV(OO = 0 的 性 质 ， 对 任 给 E>0， 必 在 

Xtól0, lelea p uae, BRRGD, iei onm 
we EVED EVO uE, Meo |<e, 
EO B OO BUE IR RC E. 

Birom (ar) cog ES, 52; PR CO BI PUÉLREBIAPG As 

WEO YEE, MERMERE, SEXE OD. 对 任何 
üje&-0, PEU M, MOREO «Vice, Bund: 


RENFEKO, WIO LK, AHER S 19 oo Biz (0) 
>M 


AA S- (6€ CIUsV(do = 0}, 
xip onh, mdfpGD4ecécoDse -Ye) = o, A 


|éco)| 20, HE 
Scc ($C CIU, 1600) 20], 
而 M= {0}, 


散 CU,B], zepo (C90), HenOB fEEPE, 歼 知 对 一 切 
由 EC， 站 论 成 立 ， 证 毕 。 

定理 3( 不 稳定 性 ) 设 开 集 UC 包含 C 空 间 的 零 元 案 ， 信 是 
FERR — AR, DOE 

(i YY 是 G=NNU 上 的 一 个 李 雅 党 诺 夫 泛 函 3} 

(di) IJ 站 G 或 为 空 集 或 为 单 点 集 (0j3 
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Gib 46EG, óX0Hh VOD «m 

üv) Vi) -nEV(i$)-m, M6ócoGnNm, 
n dRN.CONTSCHRQEGGX S — ATAR, RDSEIEfIdE ROG € 
GON a AFEA Arie, (00 CON, 

证 WOXGnN.BISESS GR. MUS i0 H nnCD ABL E 
N,U GB, BV CODO «VOb «a, indo BUS Bg £2 03 CD 
€N,nc, MoR REO (0) NS IG, Ho (四 )) 的 不 变性 
E iEpGDAOCOt(0) 2 {0}, 另 一 方面 ， BAPER =a, 
AEAEE, dh fpipv 0. d4r.() COONQD GO, Bin 
fFOYOBBAgr, C90 EON。， 证 毕 。 

pi) 考察 方程 

SH) sarl) eb er), (2) 

pe, b. CADMR, a0, r0. 


E V= EX ó^(6de, 


bl Yos ~ [esto + 259: ()e*c- 0) +err] 
«-(-2) ó*(0), 
故 兴 18 过 jj 时 7 是 C 上 李 雅 彰 庶 夫 活 国 ， 下 面 分 五 虑 进行 讨论 ， 


D 3o, bl «lal, > 和 及 推论 知 方程 


(2) 的 零 解 为 稳定 日 一 切 解 为 有 界 。 

© <h, lb|«2|a], NS-(ó€C:ó(0 40-20) 
显然 M = {0}， 由 推论 知 方程 (2 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 

© xjac0, b-a, WjS-(6€C:ó(0) = -6i -rh Ple, 
MM 必须 是 满 是 xCf) = 一 z(t 一 让 的 那些 解 的 初 值 所 成 的 集合 
程 (2) 有 =0 从 而 zx(t) =e XO, Heis -e-r bR R 
e=0， 故 M={10}， 因 些 方程 (2) 的 零 解 为 全 局 靳 近 稳 定 

四 Pao, b= -3， 刚 ?={ 由 EC 和 (0) = 中 (r+);); 用 类 似 
于 上 述 的 方法 得 M = 仁 ~7,0] 上 的 常数 函数 }， 现 B 定 co 时 
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ViGCOÓ)) cC 40. Morte —V-!() nM, mfV-!ce)nM 
是 由 有 限 个 数目 的 常 函 数 所 组 成 的 ， 这 大 因为 YC4) 在 不 确定 的 人 
中 基 六 次 多 项 忒 ， 由 于 @Cy* (内)) 为 连通 ， 极 BC 由)) 为 单 虑 集 ， 
因此 方程 (2) 压 每 一 个 解 茜 向 一 个 常数 。 
. © Pest, |b] <a GEb-3o).8]4 6 G-(6€ CIVI bco} 
EJ RHEE, fum IRET M = {0}， 于 是 由 定理 3 便 知 
方程 41) 的 零 解 是 不 稳定 的 ,事实 上， 从 安 出 发 的 解 都 是 无 界 的 。 
Dia gai E 
ds -| aC- tct € 0))de, r>0, (3) 


其 中 2(1) 是 定义 在 [0，r] 上 的 非 负 连续 晴 数 并 且 4(7) 20, 此 外 还 
假定 ea( 纪 上 共有 一 阶 、 二 阶 的 连续 导数 并 Hoácb x0, dgO002z0 


当 |z| 一 co 时 Ga) | gs)ds neo, 
方程 (3 最 然 是 方程 (1 的 特 珠 情形 ， 即 


f (9) = -| ac- scoco»de, 
通过 变换 ，(3) 可 写成 
tlt) = -| elt- gr) de. C) 
方程 (4) 的 解 显然 满足 方程 
£D aQig ios [^ a wg du (5) 
或 
ETTOL COE - at [^ sce + 0»)? 
+ acea 
* u)du)d6, C6) 
gum 


I n M 2 
VD EGEO - | ac- e[ | goas ] ae, 
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WVit 7r EC AER PPAR 
DAMEN L 2 
Vo = 1i ac T. acces] 


-| a 一 ej | ecco ds | de. 


由 对 4 的 假设 得 YC$) eo, TiriibupADOONI— UHR. 
现 让 我 们 利用 定理 1 来 考察 这 个 方程 ， 对 任何 的 810, rI, 
设 
n0) = P aeaa, e) 


ups: EISE VE EH 
S= {pE C: Hir) OH o) —0, 
EOE ACER 
HFE, JDERODGES REIR ALIS HE SEMTALIÉ 
M&iz, € C ia Jrfitt - a(00900 = 0 的 有 界 解 并 且 
Sé) AH, (rn) 20, 34d) 0R] HC) = 0, 
tc(-—oo, eol 
dé v0, cg RE acsi - 0 为 有 界 并 且 对 #E( 一 oo， 
coMÉH,n)-0, Wiio-si(0—-r. BD, zx) = 上 t+ (周期 为 
r 的 周期 函数 )、 肥 由 x* 的 有 界 狂 知 对 所 有 的 t 均 有 X(t)= X(t 一 7?)， 
如 果 存 在 一 个 s。 使 #(s6) 0， 风 必 存 在 包 会 。 的 区 间 ,,， 合 得 *E 
L.dbü(s)z0, WR E DA + age) = 0 为 有 蜡 ， 且 当 tE 
(- =, o0), s€I,IH,(G) =0， 则 对 每 一 个 sET,, A ji As 
周期 的 周期 通 数 ， 因 此 ，&(2) 为 常数 ,再 由 x 的 有 界 性 知 X 为 常数 。 
定理 4 对 于 方程 :3)， 加 果 9 具 有 承 立 的 零点 ， 则 
d) MEPE sia, WAHE EC, oik 
Ay GO) REDRA ER, EREIN AE hs 
di) sa) 0a A0 WAHE € C, wm 极限 集 @(Cr (00) 
3&—-- 8] 391a v 60 A 38 LE Orbit), 36 B 273€ 
$-a(0gim-0 (8) 


了 


的 -~ 个 和 解 所 产生 。 
证 (i) 由 前 面 的 讨论 各 6ty 759) 仅仅 含有 平衡 点 ， 因 此 仅 
仅 售 和 3 的 零点 ， 因 为 OP 和)) 征 连通 的 而 9 的 堆 点 是 孤立 的 ， 故 
XXI ie COE, 
di) 假定 #0(3) 0, Eia) = Gr 一 5)/r， 如 果 z 是 方 $800 
的 ?周期 解 ， 则 
一 《了 一天) 


-| —— ALT gir(u)da- f Tm) 
t=r r tr r 


{am 


-aapo L6 [' 
F 


-| leaodu -40. 


即 * 是 方程 (3) 的 一 个 解 ， 由 前 面 的 讨论 知道 ，M 是 由 7; 程 (8) 的 
r 周 期 解 所 组 成 。 

EWEA: WR (和 含有 方程 463) 的 一 个 平衡 点 es Wu 
at (0) = c, 815] o Cy? (C$)) 是 一 个 闭 连 通 集 且 必 为 方程 68) 
鸥 :周期 轨道 的 并 集 ， 如 果 c 不 是 GC7) 的 局 部 极 小 值 , 风 由 方程 (8) 
AAEE, 2)— E DE rh PE ORE Sn Ee Spo Cp * COD RE RECEPTIS 
MHE, MPEG) BI RAE, WR s ef Ee Bg — 1 45 域 
Bb, T 

Vip) - G(c) =GP) - GCo) 


| + 二 | paene 4o. 
由 于 当 闪 EmCy (GOD IBVG 8 ) 等 于 常数 ， 故 o(? (60) = e. 
Bt, BES (9) ) 不 含有 方程 人 8) 的 常数 解 ， 由 于 (8) 的 解 
ARR RII e GCz) = 常数， 故 任何 周期 轨道 必 须 对 T x 一 
轴 、 设 w(tf，e&) 为 方程 8) 的 具有 最 小 周期 为 p 的 非常 数 周 期 解 ， 


Huli, =e, 0, =0, WUfpxesonérfSmp-r, 如 果 在 
o 和 ) 申 存在 一 个 周期 就 道 的 区 间 ， 则 在 此 区 间 内 不 恢 赖 于 


= j4" 


e, 事实 上 ， p-picWdHtiES m, dmm d xS, [Heide — 
TRK, SODAURMIKSCTS, X 
Veu, caj) = Vicu,Ca») 


L 1 B g 2 
=G) «P [seo ds ] dû 
=G) «LP à*(8, mde 
-Gun «A p 4*(0, wda 
2mpJ—we i 
2G) 4 1l 人 4*(0, Od? 
2p J-> ’ 
=G «LU azo, d8 
OEE [Gim Gua, alda 


e E 
PRAA 3p EGG) =G)? dr, 


E pple) =u, D/2), 568—321, ERR TTADA E, EX 
对 ec 在 一 个 区 间 内 V Gt C) RAAR RER ot CODD IE GR 
证 举 。 


$5 fU ES AH 


考虑 方程 
a0d)-f(ü, m). (1) 
其 中 疡 及 x CRUS ER, 
设 Y:R+ x C=R1+ 为 连续 ， 它 沿 方程 (1) 的 解 的 右上 导数 (7， 
x,)3k 8$ 2Brg Xo 


定义 1 FRAU R OR ERER S NDENI 400-9, 
Ms—eo[ju(s)-»co, MER ARE 
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定理 1 1*5 AFTER HEAV OHepEAEMDLAIETMGU. B. 
ui F4 A4. 

à) Vc, Wede, tCR*, EC) 

Gi) M [zOD|zUBRP VO, mmu, v. 

Gi) jeD <U VO, mas, 

Ji 35 $2 CL ERE — S081 R, 

证 ERRE Ik HE. füt, 050, ER HH XH 
V, $)-0, B-nsUc-i, nu) -s* WI SER dE Sy ut E 
TOS TÉCOBRSRRS SUR SL. SEXE E. HFE fO, x00, 
rC MNH (QD, >to NER EUG. 

下 面 我 们 证 明 方 程 人 1) 的 解 可 延展 至 co。 若 不 然 ， 则 m) D 
定 是 某 一 区 癌 -fe，7T) 上 的 不 可 延展 解 。 根 据 第 一 章 的 延展 性 定 
HE, mr EL TIEZ. 

IEXÉSVO, ro RAE e| <U AEN I, BERR 为 
fr 的 区 河上 最 多 增加 Br。 若 在 区 间 [a, 5b]E:xGOJmU, WV E, 
To ORA R|r(OD) 一 zta)|， 特 别 地 ， 车 [x 让 | 用 0 移 至 UU RO 
0», MVG, z0o:/IbEMUPRR. BpPIEÓEfEIEIDÓ, DEV 
至 多 增加 (~ 1,28, W AuR Ga, m0 8(O- 08, 3X 
£(DTEL£, TO EX ZG SHPMBLEEP IB. Ex xC D HERE HE ge 


WE- RERE, HR: = r2 UT TES EP 


Gaos 9), WIE. O0JZ[e|-R-U, Bu pU RHEE 
|zé£9| = | zi， QOO IER +U +u R +U) + Br]/u, 


SER, EXP OMVC, z)«D(R KU) Br os, 或 着 存在 
EVG moss Xs] «U, MARAME)! LUV 
才能 增加 。 

-在 [一 六 GLEVO, okm aA REA, H VO, 
了 sl), 故 序 在 1* ELE 一 六 nL eG pev). 
MEA eE’ >R+U, YEERE, H4, iao! 从 Jeti 
zRORUEBEDDITOO|-U. WVA TR, TÉ 
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Yeti, moV dA, ma) UR 6 Bres&WVOE, mu, 
RGV m0 o” (ILES BECK (EP E. 
因此 只 有 当 ; p CRCUIX MV, zo EBAURTE 
Ee, blELbe[U, WEE, 61H OV, Es 
iz(a) iid . Bb, eiad- atles AB M M O’ ARAU 


ex, NJ TÉCOBMB SUBE ub. 


定理 2 “” 设 定理 1 的 条 件 成 立 。 并 且 存 在 常数 c>0， 使 得 当 
|zCf) zeUBp VO, 2) 入 -ce 则 方 称 (1) 的 解 是 一 至 最 终 有 界 的 。 
证 MERKE PES, AnXRRIDR,-BWrn/u, fQ::0, H 
lat.] «RU, M 
uC]zC)] UI EV z)«v(R +U) + 8r-—s,, 
于 是 


[可 (和 |] SEs, + pU ]/pS 55 f CR), 
现 取 定 有 :> 有 只,， 设 只 >R， 下 面 证 明 ; 存在 T> 0, 4548 
]z, «Rc URfImPf.eTÉBO r), fR OLB, 
EEEE 一 r， AIE, 或 考 
(a) ]e,|]-R.,-—-U, A 
(b) FE ECE r TERG l >R, +U, Rt 情 
形 下 又 有 两 种 可能。 或 者 
(5 |eG) EU, tE er, i), x 
(b) Et, E[t =r, t Jie] «LU, 
inar, Wiz tittle LIOS). 
MEO DRZ, WEE -r JE -0«0. FEVÆD 
减少 cr。 
如 果 (2:) 成 立 ， 则 7 至 少 减少 ARas， 但 雯 加 则 最 多 Cy Br. 所 
以 ， 对 于 情 影 咱 ,》，YV 的 至 少 减 少 为 KR - re, > 9. 
Bd = minier, eiJ, XH — TE den, TERE HE ., 6, t mr] 
EREA a, PARED efie’, REVE 
Dnd, dtEPWDHoUESRA ER ta + 时 有 
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JC IVO, zO)) (au 
{oR >U 4 Br € uU j/u) ~ nd 
CR, +U, 
EEH fm. O0 rH, AJAO ART (maru) fE 
18 Brür. 
设 H、v:R' 一 R' 为 连续 非 减 函数 ， 当 s 0 时 uCGoZ 0, 
ois 0, Hs- cojus) co, 
5EXE3  WidEYE DXRBUGUXE UE TIEF 
d) 对 任何 的 tf 0 及 EEC， 有 
uP | EV pavdo 
GD XHMERBAgi0EeCo, dEnQCO, rRNA Y. dE 
得 当 t Elta 1,90) B VC, Cfo paho Gep, VG, 
m. SVE, alfa P, to SEStHAR Azt on H 
Vet, miia, PEVCE, ma. Q9) haisi, 有 
Vet, mla PAGG, VO, nO, 9), 
其 中 G:R? x RR ES, 
(iiiy 方程 
dO =, yt)) (2) 
的 解 一 致 有 界 . 
则 方程 (1》 的 解 为 一 致 有 界 。 
证 记 方 程 (OO 过 Gu, sj) Nonis y, W 
s pA, ONRAN) 
对 任 给 H> 0, HuAUCOD. HR S2 EH, "DA 
Bpl <H 时 ， 有 有 
Vef, moy ct), 
BED E RARE, TE M, > 0E OEM 
SUSUM T 0 uM) = M,,， 于 是 有 
utCiztioi)«V(i, zxosyC(I 2M, -uOM), Pid. 
Pu ech] «M, t2. 证 毕 。 
ER. ARR YER, BOVI OHDHO)L 0, PUB 


+ l68 ^ 


满足 
{tdt<o, BLA - 


FEE HE e> 有 MICE. B 
[one dV» 
FHE: Jrjf 
yt) -hODXHGLCQOD) 


的 解 为 一 歼 有 界 。 事 实 上 上 ， 对 任 给 9 0 及 初始 条 件 (fo， £50, 
UD O0, Byl =y, fo, y. PE Hy 过 9 时 有 有 


rit] av - 1 - - LÀ dV 
上 av] nodi [^ ncods e P AL. 
Wis M, 


推论 1 如果 消 是 定理 1 中 的 条 件 (i) 和 Ci)， 其 中 (i 中 的 
GG, V, zx, P))) SRQGOHQOL, x, DMW) 
的 解 为 一 致 有 界 。 

作为 更 特殊 但 更 常用 的 情形 ， 我 们 有 下 面 的 推论 

扒 诊 2 ”如 果 定 理 1 的 条 件 ( 和 成 立 ， 且 对 任何 的 to 衬 0 及 任 
hpecc, dH 

VO, mQO 0X0, fmi. 
则 方程 (1) 的 解 为 一 致 有 界 。 

推论 3 如果 序 连 续 函 数 Y:R' xR R, WE FAI SF: 

GO) u(|rz|D VO, wave, F= 0, r€R5 

{ii)” 寻 于 任何 to 主 0 及 任何 PEC, VO, gto, o») 
SVE, sita, 4005), -raisti 有 

VG, so Q)OISRQ)HQOCG, sa, POD). 
MARED 的 解 为 一 致 有 异 。 

Pin. v. wiRI—R'UREESRSdERREÉE, s> 0 时 #(s)>> 0, 
v(3)7 0, w(S)7 0, Mis ooBju(s)— co, 

KERHO, PRERE) CDDS I X2. 

定理 4 WREE, vo. w P VRE FOU RE 
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D oNitfjtzomREfttécc, s 

MERDE, dos Bh) 

di) Mf. 0XÓjIScOC, Pr E0, rJAA 1, 
EECa i90 BV, Os zo EE. A 
VO, alia PEO, Miet tro BP, wlto, POSVE, 
m. P) tanssit EVO, nue) ws, 
€); 

(idi) fG, 6)X ES A. 

Jil 25 RÉCULO BS SE RUOÀS — SUR E E 

uEHI7r ik S $ 28] XHGARAU. MERI. 

Bbwi. W wa, €wIR*RUAYESEdEDRIEDE, H5 s> 了 时 
WQ.OÓ3) 0 G1, 2, 3), wG) 0, 2s oofpw (2795, 


对 于 zER"， 设 Izl=max|zl， 对 于 $ECn， 设 


Wb -(X[ eiae)" ， 其 中 必 为 6 的 分 量 。 


定理 5 E EIRBBOI.. wl. Ws, wEPSIV, WEF 
列 的 条 件 ; 

d) 对 任何 的 + 了 > 0, ó€c, A 

waiCi$CQD | EV, phew EIA waCILÓ IW Ys 

(di) OXPMEfIBIÍI,20, pE, XXErQC (0, Eksl, [d 
ETa (tr BYG, zn. $9))ADw, (CE +ws 
CLEON, 46 VO, mS. 90x90, Nt» er HP G, 
s. DOVE, mns 9), tr, «6E, 有 V(t, 
glip PE— wilrtto, OI) 
网 方程 41) 的 解 为 一 臻 最 终 有 界 。 

证 明 与 2 定理 5 类 亿 ， 从 聊 。 
由 定理 5 我 们 可 以 得 到 下 列 常用 的 一 个 推论 。 

it wi., w., WIERDE, ME aA V R x RT 
RRP RR, H s> 0 POSS ARRE TF 列 的 条 件 ， 
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G) w,GzDEV,G, paw, Cej), £20, rER", 
Gi) POG, >V E, KE), f-r«&xtig, 
有 


Vict, zo wz) D. 
则 方程 (1) HERA- ART y. 
证 骨 与 $2 中 定理 5 的 推论 类 似 。 
对 于 高 阶 的 方程 ， 可 化 成 等 价 的 一 阶 方程 组 ， 然 后 利用 上 面 
的 定理 来 判 虽 其 有 界 性 。 在 特殊 的 情况 下 亦 可 利用 积分 不 等 式 来 
研究 解 的 有 界 性 ， 下 面 我 们 考察 如 下 的 纯 量 方程 
[rete CY]! Halte E + BOO f xit — rt)) = pO). 
(3) 
Hopr), a(i), DCO, P, fo RAER rOD IL 0, 
ETET, 
下 面 的 结果 引 自 [49]。 
引 理 1 对 于 方程 
grs J To 一 0 7 aD 
iETEPBEPT3EEAZICORIE. COME 
MM 2,00]. 1 
rid) ml) rF) 
证 设 方程 (4 的 解 z CO RECO BI URL RE 
zif) 1, xi) = 0 T0102, xi) = 


FEED 
$ wis 90 a0 | 
r(f)mi() rotz 
Voi 
w=] zi zi) | 
rF eiF) PERICE) 
+| æli) z,0) |=0. 
[rcm C19]. DeD” 


MWD SW 21, AES O, zOoMEOGOSE. ub. 
e 07198 


相 理 2 imr (Eh cIODGEÉJPTROOHEOSPNERE GO 式 ， WU 
方程 (3) Wimelie DOG rm EEOBBBEOOW AER CR A 
形式 : 

z(E)-r(t.o [oC Om CE Ea Fa) Tz CO +rito) 
[2,190 ~ pio) zi CO ra O0) 
«pr [z; G)2, (E) 7 z; Om (TIJ CPCS) ~ 60) f Cas 
—t(s)))1ds, (8) 


Hpt tas- Ts) fR, x(s—tT(s)) 2g —-T(S)), 
证 B Sla, rli plari Eo) gg CE t1 CE 
Br Dr C) plt xi GO SO 18$: o) 
=r JPE te tae Eo aa mi] 
—QgifjX 
4 rita Eplaza) ratto] =e, ritoDrtto) 
-pi Egoe CE] EC, E 
则 有 alet) = oai t)æ CE) + eate, E) 
«p EROAREA Ghi £22,400] 
fe 
[p(s) -bif (rs — T(S) ds. (8) 
Crete (GT! s eir og XD) 1 + euro; G2] 
+{ £a GOEFCDO C) 1 
t. 
=r, (D EGO: 68) ]^ JE 9G) ~ bisyf rts ^ 1(8))) ds 
FDx;G)x10) —x,(0x1)1 Cpet) 
-b(bD fit - (0) TO), (9) 


Xe) E codi ds 
[rCfz' (E) Hale S pt) OSa r0». 


定理 6 MEWE TFIIA tE, 
O 方程 (4》 的 一 切 解 有 界 ， 


17275 


| — 


ad | lb lat co. | pate ee, 


(ii) lfix)!ef(|xjo, Hero} f x) 为 正信 单调 增加 。 


(iv) ip z= CD 


由 方程 (3) 的 一 切 解 有 界 。 

证 对 任意 第 定 的 初始 时 刻 f Rom he T«f 
ui 出 引 理 2 刘 方程 (3? 满 足 初始 条 件 的 解 zf 旨 = x06, 9000 
OH 3X 


so eim Dres Oo | [x,GOm (E) — 2, Gom QC] 
LpG) — etsi (xCs - v(5)) dsk po, fno; Hi CT WB SES 
EM = maa] sup jz,()5]|, sup |z,CDi, f bb) |dt, 
famen TITEL Es 
[inea] 
4e-0,c0, BM ERES TBE 


£t) 
| 6cso!fC|xcs 


Ie 10) «oM e 2M? «2 P7 
1G) DdsseM e 2M? e oi [ ibo | FC| gs 
— ts)) |ds, (10) 
4A -cMC2M?, Bz2M*, dÉH4EE Gp /Onchec 0 REE, du 
有 
figa o» D«fKAB[ ibo ifs ro) Dds) 
于 是 再 | 可 tt) felet- rct)» 
FA + B| lots] fileres) res) pds) 


«B |bct1| 
.[' ds 
Bou) = | 4 WDA), 则 者 


DPA sf besyi filzts ts) ds) B,bCI]. 


. [73 


3 T$ I 3E UR A Bt ER ARE 

QA 4 Bf bfer Das) < BIbco ‘ds 
由 于 多 (41) 是 单调 增加 冰 数 ， 珍 得 

arsh LEIFA lacs - «e pdsece- (^ B1&coids) 


注意 到 (10) 及 M 的 定义 ， 妈 得 当 f to +r, 
| 一 Tf) | 过 中 ~1CBM)。 证 些 。 
现 考 虑 方程 
Eritye CO]! +alle + fO, rt tih w(t 
-T(E =pli), GO 
其 中 r, aCD, POTOROOS HEDO dI, fO. mu) 
CPI AER. 
推论 ”对 于 方程 (117， 如 果 斑 足下 列 的 茶 御 ， 
(i) 方程 (4) 的 一 切 解 有 界 ; 
(di Ifet, cO = T), E = TOO EIR cz 
一 TC7))|)， 其 中 h($) 是 连续 非 减 正 B ESI 


St. g(t)ze 0， | gdt< os 


tiii} Pisces, 
“dS eo 
h(s) o 
MHECOCDH— HRA Mo 
ER 5 E moam, Rl Acie rw ECE) | 
RigCGoORCOaXo - 200) PREDARE. 


Gv) 


$6 TEBRSSEIEÉRAEBS 


在 本 节 中 ， 我 们 将 自治 系统 的 不 变性 原理 拓 广 ， 以 适应 于 非 
自治 系统 。 
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NERO RARIOR. RIIDCAURSA(e cC 一 7 
0j RO)3H 0.80 -(:9CC, folc, = sup 1048) 


€H}, Rüc[z, IER s| «Hj, 
考虑 系统 
BO)-F, mj. (1) 


其 中 F:R+ x CH-—R'ukE&, F(t, 0-0, 

定义 1 称 系 统 (1) 的 零 解 为 WW 一 稳定 ， 车 习 任 意 f 6 这 > 入， 站 
在 671,) 半 0, 使 对 任意 连续 阅 数 g: [Lio, 00) 7-R, lim g(t)=0. 
车 方程 

£D) BL, m) + Ot) (2) 

BU fr COE) OCHO, TUN, Wimet) = 0. 

5s. RGAE RSAC RAW aE 的 3 
PER. 

定理 1 PTEE VR x C7 一 及 及 常数 mm 0， 使 

(a, Wide D xVitt, MAW Eples) s 


(b) Vag (E, qu - Wu, $55: 
(c) Fei, q2-Vtct, oo|xNio- ole,  f£z0, p, 


ecol, RipW,, W,, W JRRA. 
Wil Jy B& CLO 80 5 2E OW — Eo 
证 gecit, o), R"), limg (t) = 0 HEDRET 


Emi.-rbeme-coWeixpsH, NU 


Yatt, aV a G, cp +NIg(H) | 
« WCG, z)» ANIG) |a 


ig VDV, mo, mV) = s, mV = Co 
Pes nee 


oba, WEED 0, fic —4—o0 ven. 选取 序 3 (Dg. 
(d. da Es limp, = + oo, 使 


. 775" 


Vip = gii, Vigo =F h 


E or VD nu, EEG d), 51, Ron 


Bilim gt ? ) = 0, BERT, 使 当 t== 了 时 ， 有 


N'D iW. + 52. 


HS EK, deir Hb. p >T, Aink, tE, «0H], 
V cas Cf, zz WY) eNigcé)|x 0, 
所 以 VC s«Vipo, E 一 42"o +h 矛盾。 从 而 5 o. 
ET=0 +0, QGüo-0), MFT Sta, Mh TUM, 
o/2szV() «30/2, 
BT... fg Tas, 


N|gCio! «lw». 
2 Zz 


JAN S maT], T,}= TH, 我 们 有 
VD — WtV( ty) +N|gct)| 


< 


We VOY OO = IWG = Tm oo, Chto) 3X 


HVS 0778, Mim = 0, KHMM O = 0 证 毕 。 
为 给 出 此 定理 的 一 个 重要 容 论 ， 我 们 引述 一 个 结论 。 
引 理 1 设 存 在 常数 天 0, $ 
IFG, gi FG, gol«Klo- eio. 120, 9, 9 Cc, 


E PDERCDBUSE E - SEE XUERGE ,ULZE E S XEBETEBSV IRI x CIT 
>R, H, <H, HE 
(ay Wilülple EV, mW p! e)s 


a 176 5 


(hy) V Lau, pW, pn)! 
Panti V and 
(C) JKE oS VEE qo EN P pll ece fF 0, YP, F 
ECE 
AA GERIA H, 39418148 P xb REG, 
Sl it 
(D FERK > 0, dU 
|[F(t, g) - F, ogoi«K/o- ples £290, v, v €CH, 


(ii) Zr RECOORBUSE BE Sic ESSE. 
则 方程 (1) 的 零 解 为 WW 一 稳定 。 

这 个 结论 建站 了 W 一 稳定 竹 与 一 致 浙 近 稳 定性 的 联系 ， 使 得 
许多 古典 的 关于 一 致 浙 近 稳定 的 判别 法 仍 适 应 于 判别 全 一 稳定 
狂 。 

FPiRPPAOGERRRDRHIEGEBRIEGOHDE, Razomihin 方法 和 非 
Raznmihin Jiikih di yW —faok fi 204 A EUIS OR S BEP 
Ti SC [595 i P FEE uERH 

定理 2  PgWrdpTEYESRGQEDV GRO x RLRUEDANI 0. f 

(a) Wiger EV, r)-—W,Or 


Lnd 


(b) |VC, - VG, 2)|N m ol, tz 0.m, T 
€R",, 
(C) 对 任意 PECE,， MV(OL-8, ODDO PVE, 9000, 8 
€[-r, 07Hf, 


Vas, eco s -WgQct, 90020, 
HPW, Wu, Way Wu, P:R =R Et, JEJE H SB, 
P(T 
则 方程 人 > 的 零 解 为 全 一 稳定 。 
定理 3 Bt EEA R xR RRAN 0 (dig R82 
mon. DOYE | 
(c") 对 任 给 PECE,， nz 0, 当 V(i+8,9 0 0 < DEL 一 Pr 


977 了 7。 


omi, dy 


Voa’, eO) «FO, Vl, P), 1). 
其 中 全 Ft, V, Vox W, (V +R GO th (JOVO, £250, 
Vm 0; 
di) |F(f, V, u) - FC, V, u,) «UB,GD + BD 1| 9 
-w| F> 0, V0, u, u,20, hj: R^ >R E (i -1,2, 


3, D, limthí GO hl» 0, [Imo ence +o, 
ț 一 上 ü 


Q:R'*—R*yk&r, WARRE, 

WEE C 10 的 零 解 为 多 一 稳定 。 

定义 2 称 方程 (1) 的 零 解 为 W 一 一 致 稳定 , 若 存 在 网 函数 全 。 
MAAT, R*—R*, fEXpPIÍES0,(,2:0,9 € CCL ts, fa HTE], 
R9, E |i) SW), EETfg, fo T(E)] HEARREN 
Pre ratat -TG) EAR OPREL rO] SH, 
Wjfrkf.CEf., ta TQ]. Hle ae 

定理 4 设 存 在 连续 活 函 PV，R' x CIR, NOERNI oT RR 
W,. W., Mi 

(a) JEKU, MEW: el C.) 

(b Pad, qo -Wapdis 

(O Va, q)- Vct, go|N[o-9|o,, e, PECI, t0. 
则 方程 (1) 的 零 解 为 WW 一 一 致 稳定。 


证 EWO) Wi, r0. WER S0, W 


2W ,CH) 


T= Tc 


+1., B laD E&W, GŒ), thata TE), 


Hah ER5 是 方程 (2) 的 解 ，#0 一 ?所 tt + T(E)。 
WEMA StSt TE), dx ]ze, Bü 


YQ, rE Wal lati) D ANJOS- Pon 


因此 VG, TTE), m, mi) 
. 178 >» 


«VG, 2, )77 4 W.G)TG) 


«Wd - LW ETE, 
这 与 VOIE. WORE CTi, ts +T), tE 
jat | <e， 证 毕 。 
定理 $s MEE: 的 所 有 条 件 成 立 ， 册 方程 红 ) HER W 
一 致 稳定。 
证 WOW 0) = WOW OD), r0. 对 任意 es>0， X 


X 
ale) 2 inf (Pis) — 5; Wi,(e)ssaW.,(H)), 
2W ,CH) 
Te = 2040. Ll 
KO = WO GO rs 


Tie) = Ne}T E), 
其 中 六 (的 为 正 整 数 ， 使 
W(5)-N(s)8(8) 2 W.(CH), 
BEJI N| EWE), fy RTOD, a DORREEN 
于 fo 一 ?St<f +TI8)》 bIEHBRHIEE EHE lat) =H, jid 
VSV, z(D), 
如 果 对 所 有 ELtio， to 了 (2)]， 有 
V (2222W (e) + ENCE) - 1]aCe), 
则 P(VODY)EVCGD raGOZmW,ioDr-NGOaI()mWi;(H)znVe 
8), 9cC[-r, 03, Bit 
Viys-WAQqo»eNIgct 
WW 0) € N|gcf) 


<W W QD. 


, XX iH 
Y, PTD EVC) = WaW GT, (e) 
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«W, (H) SW (Wi COT CE 


«n, 
EiXHjVIROG EE. BANDE. CD. fq T.i8)], d 
Videc W le) c (NQCe) — jeie). 
假若 看 在 站 二 ff， 他 VE") Wice) + CENCE) -1]0eCe), M 
POVCET S) Vt) + ate >W {ey Ft NCEMECED 
Veit 8B), Oc [—r, 0,, 
BV et*ys -WUOU No «0. 3x BE XI UE ERR, 
AEV aW ce) -DN(GO 9 1800, Bim tela T; OON, 
Vit, W (E) + [NCE) - lia (8), 
类 似 可 证 ， 对 任意 整数 RSEN, tæta RT) Rj; 
VG WO) + [NGO 一 Re 因此， 
Vct, -NGE)T CE) ) W (82, 


从 而 
|zC£, TED] e. 
证 毕 . 
我 们 将 应 用 研一 稳定 性 利 W 一 一 致 稳定 性 来 讨论 下 述 泛 前 徽 
分 方程 零 和解 的 稳定 性 。 
考虑 泛 明 微分 方程 


L(t) =FP(t, z) GC. y, 
leona, SE. MD. 
Eipre R", pCRU, P. Rx CTORU, G, R'xCi—R", H, R+ 
x C2 x CUR", F(t, 0)-G(t, 00-0, Hit, 0, 0» =0, 
JG, fo 9, Y)’ YO to’ 9, DEDAH.. P, P) 
之 解 。 
条 件 1 ”存在 常数 > 0， 使 
IHC, 9, DIL, (2:0, eC CT, VEC 
ffr FERGA, dE 
IGct, 30] «JG, dae. £250, cC. 


(35 
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定理 6 说 

D 条件 1 及 条 件 2 成 江 ， 

Gi) fT EBEISERV, R'XxRLXRIZ-RCO. [E 

(22 WiCizl + Jyp EV, m, y» 

(b) Vii, z, D&W, cel + y!» 

(0) HpCc CT, CCS, Vif +0, qv), PPV, 
PO), PCONI 8 CD 7r, Ol, Vct, PO, $0) — WC) 
Cs 
HPW, Wa, WARI, P, R*—R* ES, JEI HOMO 
Bj. Pir) >r, 

did JPEROD BUE Ew —jgd& su. 

并 方程 (3) 的 零 解 一 致 稳定 和 且 渐 近 稳 定 。 

证 易 证 方程 (3) 的 零 解 为 一 至 稳定 ， 故 存在 如 >0， 使 兴 
f.250, Pl cs [los OLET, X] 200) = fa, €, D, yt) = 
UG, to p, VD, Æ 

iz(£5] + Jyt lemine t, 12), Pig 
Hpi ) 寺 定义 1 所 给 出 。 
ülinvt) =u, limV(£) «v, 


Tuv, Wiffdre. 0. dE 
H= EU, RH EE, P(tt — 8,5, 
RTL. Etr m, VDO =V, zOD, BCEE + Ene 
因为 w-6.—v, MufrdE faTi +r, [E VOU- H 
VO Lu S —JEBSV GS Oute « PQc- e) PO/(E34)), 
0€L-r, 0], IJV CE sc - WsGg(G 0:00, REEF, 
Br Ela -v. 
WR suso, 则 存在 6,0, $E ute Pue) HN 
T,mdHa, Htr i, 
WH- EV Et es 


从 而 当 8EL~r，01，f 之 T,。+r 时 ， 有 


Filt Out Ee Piu E )z PO CÓ», 
BRA Feas Wada o,  Büklmigt 0-0. 
limy) wo, WEZ RGECEe c0, d 
(yim n=l, 2, '* 
| ea cs n=l, 2" 


| e, 
b fiv FT tF, 


由 条 件 1 ， 我 们 有 
fr -Z2 i |= 
pope SR, re [e RS e dps 


~ ` € E 
所 以 ， "tel n- 2L * Hz dra 


Foi We KODE- WC), 


VC 十 32 ) VT +ry~ yw C(HuyGo [ds 
UU or/ 2 "e seg 


<w, 0- SC w.Cyus 
ki k 

Es 

2 


时 >- 


<W,- Ws( 
(co 时 )， 
这 与 V>>0 矛 导 ， 故 limg(f7= 0。 由 条 件 2 JE RECOSERECEW— 
稳定 性 得 limz(t) - 0, 这 浇 朋 =v=0，, 了 矛盾. 
所 Bw =v=0, apelim | e£) | + 1y(t)1)=0, p 
定理 7 设 定理 6 的 (i), GO 成立 且 方程 (1) 的 零 解 为 W 一 一 至 
稳定 ， 并 方程 (3) 的 零 解 为 一 致 浙 提 稳定 。 


证 ”对 任意 E>0， 琅 0t2) 二 0, -使 
öce) -J- (W OE) AW W (820, 


. 182 * 


Bta(e8), Tie), T,COYN— 0. 满足 
a(e)einf(P(s)-5, W,( s: 5S-cW CH), 


aC) « Wd))) WU; 37! GX (09 2), 


T,(8)— — T Wa ; 
Wa (5I QV C002 ) 


T.(Ce) 2 max(T(ÓCg 2D, rj. 
JOpBT, WWE 2 Br Xe 
易 证 方程 (3) 的 零 解 一 致 稳定 。 所 以 ， 存 在 6 >0， 人 局 当 
iolies +t | Ple X ÓCED, tit ROB, 
UC) x D| HB, 
Huge) -sxQ f 9. V0, UCÍÉO — Clg fo, P, VD. 
WNOOIM ES, WE 
Wi,(&)--uN(&) — Daile) «W,CH) 
W (e) ANEJA CE), 
iu T'(8)- T,(E) - T,CCDO t r,. iE 
VO Wie) + NGE) bate), OsAuN, 十 大 
T*(e», (454 
其 中 V(ty=VCt,， (E), gu. 
B. CO B. 
PRCO,.BOEERAN, WRIA DEE Clt, -AT'CO 
r, tat (+ DT"), (E 
VG «W,Q)o--UN(8) ~ (At 1) late), 
否则 ， 对 所 有 {ECio t AT E) +r, D ERGREAYDICO)], p 
XL 
VOL YXESWAiXGOr-UN -Oir10]ace), (o) 
因此 PV aale) + Wil) + LN- Ch 1)]a(e) 
ZW.CE)4[N—RjaCE) 
VG), 8c[-r, 01, 
从 而 ,我 们 得 到 
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Vos Wady D, 
Ee HRT" traia, i RHIOT' CE) 
这 涪 明 必定 存在 tf EL[fo AATE) +r, dot AT CE) Er -T,(CE)], 
Blu CEO E271 OW (CODO. 
dE yDE s Wae), ESTE to HATID ETON, 
M gCt2bo W,qQuenD, dB CoOTLCZW——SEuERT.Z 
选取 知 必 有 fs €itfier, fee kTtCO & T' CO, srl 
oce), BN 
[act lt (UC O XO) tI (ON (AE 
AWW E). 
这 说 明 
Vita Waillet | - yt) | WE), 
EE OAF. 
WR, 4ATETEG C £2, tat AT € T* Q0) ], WE > 
TTC CACCE), Big, Ette i.f, dd 
lg od SICH OF (GOD), 
Juce)! =J IW ,oe))), 
LUWAD LIY KI CW 8e), teE ts,te), 
因此 ， 
VDE ~ Wey DDE -Wi( 1 Or» ). 
aZ, 


b. IP ABL AE), 


BiU VC YEV = FT Of 00) 
VCI OV G1) 
«VO. ale) 
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xW.(s)-(ON—&ja(e) -a(&) 
2W.(08)-UN—(R 1) Jac e), 
yb X OO H. 
BrER, REL € Dia t ATt (or, PU HRT) RT" C6), 4 
Vf LW (er EN — (Ch 41) jaia), 

EEEdEF.081,, EVO, W, AN- ikt 1MaCO, M 
P (Vit) W (Qe) e ON- (Ge 1) Ta Ce) taule) z V(l 8), 
0cL-r, 01, Bite Fito Wiciyct,2[)sz0. AX BEER XI — Bl 
i. 总 有 VODOXWua(GDor-LIN(O)-(Re1)a(00, BIO 
GE. 

由 归纳 原理 知 

VDeWite), Hita ANOTE), 
E, Hit ANOTE R, lac] yol xe, 证 毕 。 

上 述 定理 的 更 一 般 形 式 及 上 述 方 法 在 有 和 界 性 河 题 中 的 应 用 ， 
EMS, (602, WE T vR LSLURUSE TEE E RE 76 TZ 8 jt 
分 方程 的 稳定 性 与 有 界 性 的 若干 结论 ， 参 阅 [61]，55623。 

作为 上 述 定理 前 应 用 ， 我 们 用 分 离 变量 型 的 李 雅 普 谎 去 明 数 
来 讨论 经 性 非 自治 差分 微分 方程 的 稳定 性 。 

At) = X tas GO GO bag; A raD 
7 lesen (6) 
Hag, 5,. RIRE, Err 
EE ”车 存在 正常 数 a， 只 > 盖 0， >l =1, en), dl 
r, t C 
a» aC Naso UD PIE PN 


«0, Ixj«n, 51-0, EE, 2 max(a,, bs d= min{a, 6ó,j, 


+2% 


(7 roo. 
PLT) = — b, EZO 
(i) FEERSm, jaman, BOu1ejxma, 


) UA 


E "E: V a, 
swf oi D+ X ec PG) 


. T1855 


"25 > B» ba [E 


:£-1fn]!' 


di) 系统 
$,(£) = WM pa, (xD) b, (m, (ET 0c) 


MsR 
BISDW—iiugHa D, b DAROZ m, MASKI) 
则 系统 (6) 的 零 解 为 渐 近 稳定 。 


证 in VGo)- 了 人 0 人 am， Bj 


£cld 


Vau GO)) 7 S eG) 0) S [a,0)02;0D 


$—1 LL 


t5, (Dx; n1 


= > Cay Gom GO GE) rz 


elscl 


+5 Me) tob) 


j-isml 


sxt- rt] 


= > DU qu CE SC Ep GR, 0) 


t=1 


Mag m Gg, GV) +0)] 


+ YY aGQ E0505] 


了 [了 和 


“ [wtt restt))i 


= E PEDA |a 


j=l 


piwi) 02) 


T tya 
+ CC) 


xti 
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十 * 5 Ig, GOD £0)5,00)] 


alestir Ea 
E Væta eV, 0CcUC- vr, 0), BA 
TPT RA tO EP D PEELE), 


EL 


LESEN E 


[ect +8 ; Xe. Gon 


Mm 
Pas 0n £3) 


Seenen [usns Ss titia 


gU C) 0b, CE) 
Quir») 


2p» 


ta 


. $ gar, CE) E) 


k=L 


quGnCT) Exo) 
X " 9, Gu CET rt))) ü 


1) tr 
cu eet Zeno Y 
"— 

Aa =a, b=, Vili 

推论 2 gapo G=1, |n, F20), 旦 存在 常数 gc> 
0, >l, fh 


à) | 


TES 
ag) 


| Sj, 620, 


* T1857 * 


ft 1 à r 


fo o. pe Jeden. doo 4q 


4 - - . 
r Ly 

I — E . 、 

|n ow Yge ERE 


ME 


dii sups 之 PEL DIE inflayyt +) ', Ts 
or. nd fog 


VOR i 
£QGQ5)- E [agora b, CD m 00121, 


lessen, 
fF] SE WA Bg uz La E), byt DB ASOi«m, msxlü)g 
则 系统 167 的 零 解 为 斯 近 稳 定 


利用 定理 2， Virs Y oon, 则 得 


定理 9 未 
; : PCr, + 0) 
sp{ a ct) VATE p a hia UM 
dcn ui 之 1 ) QE) 


+ 之 之 FAXO (msn), 


则 系统 
t= Eat) rb tw -ratl 
lxsm 
的 零 解 为 W 一 稳定 。 
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第 七 章 


有 界 滞 量 的 线性 
泛 函 微分 方程 


在 本 章 中 ， 我 们 专门 讨论 有 界 谱 量 的 线性 泛 画 微分 方程 的 一 
些 门 题 。 上 要 是 介绍 线性 的 REDE 的 常数 次 易 公式 ,稳定 性 . 尖 界 
性 等 理论 ， 其 中 包括 微分 六 分 方程 稳定 区 域 的 DD 划 分 法 ， gt 
诺 夹 泛 男 的 着 转 问题 等 。 JLUCJOEA ARYE UNFDE R N SOR A 
式 。 


SI 全 局 存在 性 及 指 煞 舍 计 


ZPF ta MERC, PERHERE 


ÈLEJ=LCE, m)-h(D, imdy 
| (1) 
EN 一 v. 

其 等 价 方 程 为 


[se cos f co. zyds+ |^ hands, E= fas 
EuP, 
(2) 
H AEL” (qu, 9), R9, REHE [to，oo) 一 R" 的 函数 所 
EDRR E, ERRE a, D pA ARTE EA 
(Lebesgue) 可 积 ; L(1，6) 关 于 是 线性 的 。 假 定 存 在 nxn 矩阵 函 
HEC. DEG, € Rx R&nf Bf, Nob ideis 
21020BR]mCf, 6020, poc —rbig(t, Denit, =r); 


= T89. 


"e£. U)fEC—- r0) E AXUCP OO EER, xpo. gU, 06) 关于 日 
在 L 一 7， 0X Aa X, 3H ÉXEmeLi (C=, ©), R) {E 
得 

LG, 的 = | idant, 0390, (3) 


iG, do) |smcpl|iel, E=, e», écc. (4) 
显然 ， Vear_ yo nE, OE, 
XU REREUEBUIN R TEMA DEE e BU ERER TF 


àa)- X Asc-o)s[ AC Prt 00d8 ACE), 
-F 


k= 
(55 
其 中 A4(t，6) 对 每 一 个 1 关于 6 是 可 积 的 ,并 且 存 在 函数 a(1) € bi 
* (C796, co), FD, 使 得 对 一 切 1 ER 及 EC 有 
I Aes nego |<ac lgl, (8) 


EEL (PPTA RLA E DYRBUDUEE. WAHEHE, 
MERXCHREL Cta, 0), R"), FEMEL- r, oo) 上 
看 在 唯一 解 。 

证 BROOKE, 40 E hCOD i IE Caratheodory & fF C2 
BERNE), BrCaratheodoryjz Hg; £8 CD) 的 解 上 共有 局 部 存 
EE, KERHON, ORTHA, BALG, 40XT 
og kd GRGEAAdR. WOD RRT a RME— tE, 

为 了 得 到 解 的 政体 存在 性 ， 首 先 推 导 一 个 司 计 式 。 设 是 方 
FRGDXEUÉ.-—r. b) EARR ER, BO 

e ieoo mozas ON JRCs)|ds, 


jzu l= 1e. 
NIAE DRE. Kit, 

Isto] e fi malds + inco 1s, te rts b. 
根据 Belman—Gronwal 不 等 式 得 
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lalelo [^ aoid ments; tert, 


b). ir) 
RTERRAS TEO TPL hA tA. EAA 
采用 第 二 章 $ EHLERS., Wa Enb co. E MHE. 
B’ e. WOARE CG., ORR, MALRREKA 
程 (1) 的 解 的 唯一 性 可 得 
altas p, h) xS, Q, O b z(f,. 0, Ry, (8) 
由 关系 式 (7) 即 得 


[et to, P, oI | m(s)ds, tta, (9) 
ia 


letto, 0, me sp hts) ds)exp|" msids, 


tm. en» 
Eur. p, OPERER., Ta, 0, fO 对 入 是 线性 的 。 由 
COA, GRE CD o. BE GO. 0) (C 
R", 是 一 个 线性 连续 映像 。 由 (10) 式 可 知 , 对 每 一 个 1 Eri, ,00)， 
aer ra, 0, (02): Eco, fj, ROR", J&É—rFE2STERESRER 
像 。 
例 考虑 线性 的 微分 善 分 方程 
ti) s Axt) + Batter) IO), (11) 
HHA, B. nh, r0, JEER AA, co pETÉ. 
WBE(Ó)z Aó6(0) 4 BóC- 7r), RDS), WIEEECD SS ARE 
EERI WG ORT., DÆ Lf r, œ) EF 
在 而 且 叭 一 ， 事 实 上 ， 对 方程 (11) 采 用 分 步 法 求解 ， 亦 可 得 到 同 
FERIAS. 
由 《人 7} 得 到 


t 
ZURI ie +| FIC jäs| e UAE ede) 


4er na [ALBI S5, RA ODDO. o) 的 解 的 
指数 合计 式 为 
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“wilto, Mjaa ier«f As) ds)， 022 


$2. WREAK 


我 们 在 常 袜 分 方程 中 知道 ， 常 数 变 易 公 式 是 用 经 性 齐 次 方程 
的 解 来 表示 线性 非 齐 次 方程 的 解 。 这 个 公式 已 扒 广 到 泛 函 微分 方 
程 中 米 ， 奔 这 里 我 们 首先 讨论 一 个 简单 的 微分 差分 方程 的 常数 变 
区 公式 ， 然 后进. “ 步 讨 论 一 般 的 线性 RFDE 的 常数 变易 公式 。 
LESE EOS 


&(f) -az(t) c brio r+, (1) 
Hope, b, AAR 020, ORES RM, 
ICORA RDE A 
ttt) = asli) -br(E-r) (2) 
方程 (2; Hce '  IESEPAO REO TESEAR PED RR 
h( ) 8A og- be-^r sg, (3) 


我 们 把 (3 ; 称 为 (2) 欧 特征 方程 ， R(X) 称 为 (3) 的 特征 拟 多 项 式 。 
记 人 入 的 实 部 为 ReX。 7 MM 

关于 特征 方程 (3)， 有 如 下 的 一 个 性 质 ， 

31 如 果 存 在 坊 程 (3) 的 一 束 解 NX;，j=]，2，…，, 满足 当 
jeooHjjÀ. |o, W jcti Reh; — co。 因 此， 存在 一 个 实 
数 # 使 得 方程 (3) 的 一 切 解 满足 Re% e, TERM ETE EE T ETELAR 
形 区 域 中 ， 只 含有 方程 (3) 药 有 限 个 解 。 

证 对 方程 (3 ) 的 任 河 解 )， 

JA -a| = jble-78.?, 
TdEOR|A|]-9 Bd, ec7.5—-ce, JAgqmRek- —-o. WEM 
个 结论 成 立 。& 葛 存在 性 也 荐 显然 的 。 由 于 h(%) eE, 
根据 复 变 函数 的 知识 ， 在 任何 紧 集 上 只 能 有 有 限 个 k() 前 零点 。 
因此 在 复 平 面 的 任何 垂 真 条 形 区 城中 也 只 能 有 有 限 个 方程 ( 2 ) 的 
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关于 特征 方程 ( 3 ?的 重 根 与 方程 ( 2 ) 的 解 的 关系 ， 有 下 面 的 
结果 。 

引 理 2 ”若是 特 钙 方程 (3 ?的 如 重要 ， 则 每 一 个 函数 #e 
= 3 ，2，…， Mm 一 1， 者 是 方程 (2) 的 解 。 并 且 这 些 解 的 有 限 
和 也 是 方程 (2) 的 解 。 这 些 解 的 匹 穷 和 如 果 收 化， 则 也 大方 程 (2) 
Inf. 

证 XEROD = Pe, gj 

eUD) - axti) - bx(t -r)] 5 PAX + ktl ath 


h 


A N 
-b(f—-rbe-'rz Ww rimo (A) 
m 


如 果 * 是 方程 43) 的 六 一 根 ， 网 ROO A Aja ahmi) 
(k)z0, Wri = trei4 是 方程 (2) 的 解 ， 玉 =0，1，.…， 了 一 1 
这 就 证 明了 和 强 理 的 第 一 个 部 从, 后 面 的 结论 是 显然 成 立 的 ,证 些 。 

为 了 建立 常数 变易 公式 ， 需 要 引入 基本 解 的 概念 。 

WEBEXCODM LOB IBAUEOO, MiLo E 

0, ELO 
xe an (4) 

我 们 以 后 需要 对 X(t) 进 行 拉 普 拉 斯 (Laplace》 变换 ,下 面 的 
人 两 个 引 理 是 根据 Laplace 恋 换 的 理论 得 来 的 。 在 这 里 我 们 中 述 不 
证 。 

引 理 3 (Laplace 变换 的 存在 性 及 卷 积 ) 如 果 f1R+->R 为 可 测 
RKA, RWE 


|G| aee", EELO, 0), (8) 
e. Bd um. MARRY REL 
KDD » echt fena (6) 


是 存在 的 ， 而 且 当 Rex>>g 时 是 的 解析 函数 。 MR SELA 
mon» | At -99gGs)ds， 则 称 /-9 为 /与 9 的 卷 积 ， 则 «n = 
LFLG) 


.193->» 


下 而 我 们 用 符号 | 。 表示 lim 5 人 ， 其 中 e 为 实数 。 


引 理 4 GHD 假定 产 妨 * 一 有 为 给 定 的 函数 ，8>0 为 给 完 
的 常数 ，7 在 任何 紧 集 上 为 有 界 变 差 ， 六 昌 e Uu ED0,99 EAE 
册 格 可 积 。 则 对 于 和 任何 >B， 有 有 


EEA) + t>>0, 
| Le d l (7) 
e lios, t- 0, 
EXI 如 果 方 竹 (2) 的 一 个 解 的 拉 请 拉 斯 变换 等 于 有 (hh 
由 这 全 解 称 为 方程 (2) 的 基本 佣 。 
定理 1 如 果 及 (1) 为 方程 (2) 的 和 解 并 满足 初始 上 签 忻 (4)， 则 
XOON Ji foo of. BH 


LOX)(À) 2 h^! (A). (85 
LHT, Æ 
xe h-i(À)e''dA, t—(, (95 
te) 


Hong | XO] «aet, £20, 

证 BAXW m SONT IXCOD| aet! Hug $1 中 的 
(MAHR. HspzESEDLOOEIEBOU Rekc-8 时 是 解析 的 。 以 
e- ' aJ; BEGO BRE MOSIoodR Zr, — 并 对 第 一 项 采用 分 部 积分 法 ， 
就 可 得 到 ( 8 ) 式 。 由 于 XX(1) 在 紧 集 上 是 有 界 变 差 且 当 $20 HE 
续 。 根 据 引 理 4 便 可 推 频 (9) 式 成 立 。 证 毕 。 

下 面 给 出 基 (1) 的 一 个 较为 精细 的 指数 估计 式 。 

定理 2 ia, = max{Reh:h(%) =0}， 则 对 任何 的 e, 
存在 一 个 常数 #8 =Cca)， 使 得 基本 解 X 满 足 不 等 式 

| XC | ake“, 2-0, (0 

证 HEA 


xcos| h- A)! 'dA, 
(c6) 


其 中 ?为 基 个 充分 大 的 实数 ， 司 得 c>>%。 我 们 首先 要 证 
e J94: 


xe ho (Roe d, (113 


La 
Aik BERR ! OO expA ESL SET EIETIDUXDE ABCD 过 
界 指 积分 ， 其 中 
HRBAB-={c+ir: -TaraT}, 
CD = {0+tir: -Tarah 
bCz2iociTiaxcxc, 
DAz-ig—-iTiusio-ccj, 
BUTROOXERTÓROEUPTGSESR ARREA RII EL 
选取 T，。， 使 得 对 T 宇 To 有 
"n 1,1 1 . . EMEN 1 
(t) DopE tib ei. 
AURTIT.RACBC, Wi 
. [1 OO | «3/LGQ* T? = |a| - | 6jexpc - or) ] <i. 
因此 ， 当 了 一 ce 上 时。 有 
i h- 1 (k)e! tdÀ | «Aceto - a0. 
Jc T 
HAE Toek E 
I h- (X ed | =. 
DA 
WODA 
ikT.Hub. WIO =h ih) (Ae) Wl 


-år 
1g] = | arbet tepi | 
To 


2 


Tt 


x (laj + ible tje. 
HjAsetiT, |T| >T. RR. Bulb, 5i A 
| aojdacoer |J, coena | eren, 
ZER ARM. 
RIE, S|, meo tetan ge RH FR 
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估计 式 
If. A-a teid | cuento o, 
因此 ， ADRIA = k, t, 便 得 定理 之 证 。 证 毕 
定理 3( 常数 变易 公式 ) JED REN] fX em xov, 
PR S TF BU X 
rep, / 20) Op, 00 (13 十 xa - sfons, £0, 
(12) 
eip., WFA Em a pi M EnF: 
PDO SXP +| xu -e-nepode, 
120, (13) 
证 ”在 下 而 的 证 明 中 ， 需 要 对 /了 进行 拉 普 拉 斯 变换 ,根据 引 理 
1， 要 求 1 被 指数 函数 所 控制 ， 如 果 了 不满 足 这 个 要 求 , 则 可 重新 定 
Xf, GUCXEGERAISECIBILO,T 31 ERE, ÆT 68,000 上 为 零 ， 在 
[0,oc) EX XE BR, iX HE. Oc dE ET ate BERI BLukH] SE 
理 3 当 0<tsT 时 和 成立， 再 出 7 的 尾 意 性 便 扼 (132)，(131) 式 成 立 。 
Bst. ESI EE 4 OE CES a e E ile 
现 对 方程 ( 1 ) 进 行 拉 兽 拉 斯 变换 ， 并 对 第 一 项 使 用 分 部 积分 
ik, 4859 
hOLGD( = P0) e bett |^ e-+ ecooda 


+ {efovat, 


其 中 x = zf 门 ，Rek> 2，5 为 充分 大 的 实数 。 
使 用 引 理 4, 45 


ats. eh ao[ecoo ese D e-3*g(6)d8 
< =Y 
«pen farla, (14) 
2 
对 最 后 一 项 ， 有 
a 106. 


| LL jefa Jon 
tel n 


f e^LOOLGOO ydh =Í e"LOC f) 00d 
të) it} 
= ONA) =| xa sofoidis, (15) 


现 再 考察 (14) 的 前 面 两 项 ， 对 第 一 项 显然 有 
f, erap od = | eoo 0048-0) 


= X(0900, (16) 
对 第 二 项 ， 作 如 下 的 处 理 ， 首 先 定义 @:[ —r,000-9L0,1]2TF ; 


IPREN D—7,0] 扩张 和 [~r,co)， 即 当 0220 时 定义 
PD) =p). lj 


ef ei 'e()28 - | 


三 了 [前 f 一 站 十， 全 f FO, 


B *5gi-rcsy( —r -s)ds 


ü 


于 是 Í [e oobei D e-**ec6)d6 | 内 
£r) -Y 
=f eL X)LUq( —rx *)9( rt] a 
£c] 
zl eL X epi ert balere Adh 
te) 
= [Rp re )9(-rt2)0) 


- of X(t SP rr —ra- s)ds 


Y 
- b AXK(i—-s)!g(—r-t52ds, (7T) 
[LU 


BLA. C15), G0, COHTOBEAUCI22 AR (OLS0 SX ER SE. WES, 
下 向 我 们 来 推导 一 般 的 线性 RFDE 的 常数 变易 公式 。 
考虑 线性 系统 
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(poem een tifos (18) 
To 二 外。 
HrpLiREC-—R LX FOARTE, 
Erab] Ro36xL(qo,5]1, RO 中 的 等 价 类 所 组 成 的 
空间 。 下 面 的 引 霸 是 汉 遂 分 析 中 的 一 个 结果 ， 我 们 述 而 不 证 。 
31485 EET: z e, b] ROR 是-~ 个 连续 线 狂 算 子 ， 
见 在 在 叭 一 的 rn x n EVO, aso, GXH p WE— ERES 
除了 测度 为 零 的 集 忆 外)， 它 为 可 积 且 本 性 有 界 ， 使 得 
Th = | v«eoncxae, REL Fa,b], R°), 


定理 4( 常 数 变 易 公 式 ) ” 设 方 程 (18) 中 的 和 满足 和 1 中 定 
MARR. WHAE (180 3E(/.,90 的 解 ph 可 表 为 下 列 
的 形式 : 

EE PD Chu. (有 十 | UERS, 
mi. (19) 
其 中 DCf 08 FB Zr ENR. 
Li USC v s))du 1 XIsJL3E AERBR, £z 5, 


U(t,5)-— f. 


Q, sora «s, 


(203 
Et UC S8), tms, s tL EAEG, 
(21) 
或 Uc (" s—ret«s, 
C 3,5) 一 I ?-58, 
HHU, ,8)(0) ZU(Ct 4 0, 8), — res 0, BAUG, oN ft Ro ze 


ABER AR. 
证 do oG OGD Z Cta” tlh R')9918,. dieti S [E 
5 知 存 在 唯一 的 # x n^ AUE, tast), Dni, 使 得 
etos0 WE) = Ut to hyds, iiy. (22) 
REUREU (1. ERRAT M A ER ETE, 
+ 158 * 


tEARCL,(Qf, ROBWBEWSCIt,06]BjAG 0, AT“ 
fo 于 = 0, NOR Ta 时 xC(,,0, 58000) 一 
z(0,0,5)0D),. MARMAR (La, (RD BEA 

[potet Utt n kds - t, 
Ej, XPsJLSE AP AERU" CE ta D 2U* CF 3)。 [HPeTELT,, 11 
EAE, BPBEU*GOD IQ D PRR Fi SEX 


: mri S, 
Ut,s) = 于， ui (23) 
U+ F Eas) Ts, 
将 方程 (18) 写 成 等 价 的 积分 方程 


t ' 
aa 0D = Lis a Ea, 0, ROAS 十 f h(syds, 
i: t. 


(24) 
根据 (23)，123} 式 以 上 及 利用 交换 积分 次 序 可 得 到 


| veh ds= [^ nist, 0h» asp hs yds 
-f LE dns, Datt, c 0) Jis f; woas 
=f, LE aem, (f vas, u)hodu) Jes 

+| aoas 
afi [E eas (| ui eo onaode js 

+ ads 
-| [E (| camas Us 0,)ds ]GOdu 

+j, Ads 
= F ({ {f aom 0s w)h(s)ds 

+ aoas, 
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由 于 上 式 对 任意 的 hELL( t,t1，R") 孝 成立， Da 
Utt.si- NI LU L8) JUGE 8,5) )du i 


t 
= Fru, S2))du +I (t>8), 


对 s 几 乎 处 处 成 立 。 从 而 Ut 3) 满足 方程 (20)。 由 (23) 及 (23)》 Ag 
w(tos Ohyt) i UCE kids, 1f, 
再 注意 到 Tto p hS rt, p, Ott nOESLC,A)CED, fin 
(19235 a 
推论 MECEL, p =L, W 
U(t,s) -Uct =s, 0 PEU G s, 
H 
eC eii eso Feo T U(t-sisids, 


T, =P, 
由 {209} 容易 得 推论 之 证 。 
常数 变易 公式 亦 可 写成 其 他 前 形式。 由 (19) 式 ， 我 们 有 
aC, pA) 0) eC eC +0) +| UC 6, 
s)R(s)ds, 1 x 0n, u 
SO, p, RCE EO) plm f, c8), E—raci tO 
-rxÜsz, 
由 于 UC 0,5) 20,245 f HORE 9,0 (1 +0 - g(E E+ 
6):i,—rxfr0xt.BR MORD BB EARRA a 
ZO, PRI tO zz(0,,9,0)(£ 0) 


«| Ut —-0,s)h(s)ds,1zf,, —r«8z0, 
[an 


t 
eS PAD OS e 00) + | Uitc.s)(85 
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hods, tæta, rgb. 


或 e Use menus. UOR Sds, EE 
3&4] aen] pU RERE XA ARE ELA. AR 
elis p, oo IST ag, 
MTF, i 大 一 个 连续 线性 算 子 。 些 外 ， 田 于 DGfsi， 当 t>S 有 时 
对 + 连续， 故 和 由 方程 120) 知 U, s) Pp 5 erIBDSEE RA 36 iR — 
阶 导 数 。 因 间 ， 方 程 (21) 对 #:-s+A 对 ?几乎 处 处 被 满足 。 所 以 
有 


TS 
a X,0)-4. 
Rud ü in 6 — 0, 
于 是 ， 常 数 变易 公式 可 写成 
1 
zelo m TO. top | Tits X,hrsods, 


以 上 各 种 形式 的 常数 变易 公式 ， 郁 是 (19) 式 的 变形 。 而 (人 191 
式 所 表示 的 常数 变易 公式 ， 是 由 两 部 份 所 组 成 ， 妇 齐 次 方 媒 2 
= L(t ,2 RRE G 9,0) E Jj TRCZ0) EXC212 HJ TRU Ct s), FER 
WEERA HR, MAIRA ERTE A ER T RI 
RRUG, S, ERA RA ERG p 0O 以 及 非 齐 次 方 
EMC, 0, T0 COSERE RETE TE B 75 Renton p fg de 1s E, 

对 应 于 方程 人 8 的 刘 次 方程 ,由 黎 斯 Riesz) 定理 可 写成 


a= | enar. (25) 


Hopa, edin x nR RRE E S PRHE A Goih, E 
是 局 部 可 积 的 。 
定义 方程 (18? 的 形式 伴随 方程 为 


yi) +| uone, s-a)da = 常数 ， (8) 


其 中 8 为 " 维 行 名 量 ， 即 yER"*。 
设 B。 表 示 由 [一 +,0] 到 RR"* 的 函数 记 组 成 的 空间 。 这 些 肖 数 在 
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E-r LAATRE, Er oO pE, BERKAN, 
B hif- RVC E Var- ro Y BÜvfEL-r.01EHIA 
"He 3t. 

根据 压 身 观 像 原理 。 我 们 得 到 下 面 的 结果 ， 

EEs 对 任 柯 的 # c RXBSCB. FEE MRR", EE 
[t,o0) 上 为 零 ， 在 (~ 吕 ,t 一 rr] 上 满足 方程 (36)， 并 使 得 y= 人。 
KIHE, dE MD 

Ui(8)- y +O), —rzx8«-0, Yal OD)=O, 
出 这 全 解 对 每 - Ac TA A 
2 VES TG Out TO, OS. 
RPT, 1): B,—B, ARS FLUR TE RU, 
定理 6 ”如 时 z 在 [to,co) 上 满足 方程 (18)， 风 对 任何 f=t，， 


有 
xt) S YO tet) +| aM. Yee, t yqta. B a) 
dels) «|^ Yla, thcode, (27) 
其 中 了 是 nx nn 水 阵 值 清 数 ， 由 下 面 的 方程 所 确定 ， 


0 Lt, 
vasos t 

i-[ Yie, Eyn, t, — oda, tt,. (28) 
ih YO DATES RRELA AE, ATLAR 
HERAT, MEX fa 几乎 处 处 Yis, SUCi,ta), 其 中 
UCt ,to) 由 方程 (21) 所 确定 。 

证 ”和 由 定理 5 知 ， 存 让 方程 (28) 的 一 个 解 Y(to ,i)， 对 t ,是 

局 部 地 有 界 变 盖 的 。 设 当 # 过 fo WG, DSD, 


Li 
而 Was dye oat -| We,t)ua,t, — awe, 
ta 
PIT 
B Wita, P | Varo, oW UC xmitoexp IN da, 
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此 处， 对 1 之 ts， 有 
F 1 
r- Ws ndr 1s f [205-0 


4r. 


-人 Ww, TH: a, f, - eda |t 

$a 

si-i nta, t, — enda - | (| wea, ) 
t. LP E 


. Wa,to ada -i- | [re [weed ] 


* mia, f, — ada, 
故 1+ | Wo,r)dr 满 足 方 程 (28)。 由 解 的 唯一 性 知 YCf6 b 
a Wosr)dr，t>to， 而 几 当 1<t。 时 在 紧 集 上 对 i 绝对 过 
续 ， 对 ti 为 局 部 有 界 变 盖 。 
殷 定 + 是 方程 和 8) 过 (让 ,的 解 。 由 于 xt1) 是 1 的 连续 函数 ， 
故 下 而 的 分 部 积分 法 威 立 。 
f d YR iea) + | Ya, ijd, ciw) 
= Yita fE), 
Rir ROT» BAR HY E, ETARA a A 
RAER, SCANIA T- roe [ d Ye, D zc, 
根据 这 些 ， 用 Yt2,t) 乘 方程 (18) 并 从 to 到 t 来 积分 ， 便 有 
A Ya, t)h(a)da 
- a Yes tuc = (Yes LG, ode, (29) 
由 于 6< -7 时 ,0283 2 m0(9,—r), 02:08j,0(2,00 50, 我 们 有 
f Y (a, 2 )LC m, da 
- | iva, t f _ [d ME, B — e) IEB) da 
sà oaf etm lep, 
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FG IE BLAKE X Fl Cameron Marting XE E Fubini 定 
H, Bpiu(c,B—4)-20, Boe, ik bx Tm 


f Yita, f)L(Qe,r Macs 4A Yta, inig, B— 8) 
Pa ie Y ta 


debsteo e|. as. Ye, ONCE, B ~ eden. 
BDPYNH EROR. BD 


F Yla, EJL, E, Me-[^ dif beg) 


+ d,LI- YB, D IEG) = adf acp) 
-| d YB DEM, 
将 上 下 代入 (29) 式 便 得 到 (27) 式 。 
对 初 信 ‘it,,0)， 我 们 有 
abs YQa,tyh(ca)da 
对 每 一 个 hh 成 立 ，h 为 局 部 可 积 函数 。 但 由 定理 4 知 20D 


-| VG, akada, FEP UG ,2) 击 方程 (21) 所 确定 。 因 此 ， 


Y, i SU OD) JLUE Ab REB a ES, 
JGROU EN EXC, (Hh AGB E WU 
方程 具有 下列 玖 形式 ， 
N 4 
$Qi)- m AGO - 04) 十 | A(t,0)x(t F0)d0, 
k=! m 
(305 
HoBO«exr, Osor, AQ, AG, OHE, OD IEEE PL, RIT 
以 对 应 的 形式 伴随 方程 及 由 此 产生 的 常数 变易 公式 可 以 简明 地 表 


达 出 来 。 
其 伴随 方程 是 
Aye. — Mus HOARS F4) -| uis- Š) 
H i 四 
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LEES 


Ars - £,0)d£, (81) 
方程 4630 的 常数 变易 公式 可 二 为 


N 


Pi. 
eD SUG, E90) « 之 | U(t er ON A +O) 
Reit Erg 


oce odar [7 [| UDA, e- ds ] 
1 一 可 Fr 


spie- pde, (325 


$3. AEZZERAIEWREE 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 与 稳定 性 有 关 的 几 个 等 价 命题 及 阿 
特征 恨 判 别称 定性 的 方法 

1 与 稳定 性 有 关 的 几 个 移 价 命题 

考虑 齐 次 线性 方程 

ili =L, m). i e» 

其 中 了 工 满足 1 中 的 条 件 。 双 BC，8) 表 示 方 程 ( 人 的 基本 上 罕 阵 解 
是 由 $3 中 定理 4 所 给 出 TO, 4,0 EFEO HERRAT., 即 
TG, EPa 00, Ez, 

引 理 ! 下面 的 命题 是 等 价 的 ， 

d) 方程 (1》 的 解 有 办. 

di) 方程 (1》 的 零 解 稳定 。 

(ii XHg—^-i.CR, fgdg—A4- M CELO (889. TCI, EI 
kita) (xf. 

Qv) 对 每 一 个 sE 及 ， 存 在 一 个 常数 KO dig U, Dle 
Ks), Pls. 

dE (D (Bib, 

WOGCUECO 了 的 每 一 个 解 有 界 ， 则 对 任何 (to，9)ERxC， 存 
在 一 常数 k(t。，) 使 得 有 界线 性 算 子 TCf，to) 满足 当 t 汪 f， 时 有 

[Tet, opler( to 9), ' 

iB-— SUE ERES TE 3E — E OEC E a), ETO, Olek), 
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diie (iv), 
HAUG, 9 满足 方程 (20)， 于 是 


JUCt, sl mao [U.C s)ldu-cti, ts, 
TU. $3121. 


因此 ,HUG DN e maD, jdu, ts, 
由 积分 不 等 式 得 到 


JU, C, sexp[ | madu |, Ex, (2) 


于 是 IU, DISP = exp| moodu, $uDi«csr, 由 


TUN fmerrHIUCG, s) WEAR, 所 以 得 到 JU ols 
k(s-r)p(s), uf Cit (iv), 

dv= (ii), ' 

H $ 2AE SAYC, DU, Da JL SP-hb Abe sz, FE 
4v) YCS, D|KOGOXES« 几乎 处 处 成 立 。 再 由 
$2 中 的 公式 (27) 得 知 (下 7) 成立。 

GD- ( 划 且 显然 的 。 故 定理 全 部 得 证 。 

引 理 2 如 果 存 在 常数 m :使 得 


[ mandum., T3 4 3) 
t 


划 下 列 的 命题 是 等 价 的 : 

D 方程 (1》 的 解 为 一 致 有 异 。 

di) 方程 CI) WERI- REE, 

(iii) 存在 常数 K 全 得 对 一 切 :ER 上 tt 加 时 都 有 170t，to)1 
<k, n 
(Qv 存在 常数 K 使 得 对 一 切 t CERE >t HRA UG, 51 
<K, i 

证 ”如果 方程 (1) 前 解 为 一 致 育 界 ， 则 存在 一 常数 所 汪 0 使 得 
对 所 有 的 tu ER, ecc, le LED 

[nita P| Ek, fmi. 
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REBIT, tolek, f20,. MOOR Tib, 

由 (3) 利 (2) 式 串 知 ， 对 所 有 的 SER, ^4 seixscrdW, 
[U,C, sy, ye", WED Rar, 0; RES [ BEL HB CH» CEv) 
WHER, BOdSOMPSDSÉRSSCR, Hiest, dy DUX solmky, AX 
(这 ?推出 (iv 。 应 用 中 2 定理 6， 易 向 (iv) RAWD pur. di) 
推 (i) 是 显然 的 。 证 毕 

LEE] (一 (ii 的 等 价 乌 并 不 需要 假设 (3)， 

引 理 3 MERED 式 ， 则 下 列 的 命题 是 等 价 的 ， 

(iy FED 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 

D JC 的 零 解 为 指数 渐进 稳定 。 即 存在 常数 有 一 0， 
0, 使 得 对 所 有 的 i, ER， 有 

ITO, to) ske- Gnt y, fH. 
(iii 存在 常数 KE >04 GD 中 的 4， 使 得 对 所 有 的 5SER， 有 
JUG, D|&Ke * C77? , fzs, 
证 车 (i) Rrx, WHERE, fffert-:00209, 使 得 
对 所 有 的 1 ER，iel<1I， 有 
(Tifa MLN ev nr. 
Att, ATTO, folem ARLE 
qg--—cr-llogg, k-k,e"*, 
其 中 kk, 是 引 理 2 的 (iiiy 中 的 常数 ， 由 于 方程 (1) 的 零 解 是 一 致 稳 
定 的 ， 旅 由 引 理 2 知 k 是 存在 的 ， 对 任何 的 Pf. TERN 
#Zz0， 便 得 pr 去 ET 人 +17。 所 以 
Tf, to ENT fotnrh* lITCE nz, fodl 
k hT, +AT, a)l 
komTito tn Dr, fol 
sch," —-k,e-7"* : 
=ke”" Enti ee Rg" (1-210 . 
HODR. : 

HRPE, TRIAL GD 成 立 则 did 成 

3r, dD BORA. ARAE, 
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[E] 0 与 (iD 的 等 价 性 并 不 需要 假设 (3). 
2 稳定 性 的 特征 报 判别 法 
在 这 里 我 人 考虑 的 方程 是 党 系数 线性 齐 议 方程 ; 


TOFD CRTANE Hd 


其 中 4 ER Am xnak, Osr mr, jsl 2. 0. m, 
若 方程 (4) 的 解 共 有 指数 形式 如 00) -6''5, & 为 一 常数 向 
E, RAO 后 得 到 


(A1 - X Ae )8- 0. (5 
方程 (5》 具 有 #& 关 0 的 解 的 充分 必要 条 件 是 ;满足 如 下 的 方程 ， 
det(A1— SA 1) =0. (6) 


这 个 方程 称 为 方程 (4) 的 等 征 方程 ， 它 的 报 称 为 4》 的 特征 根 。 

下 面 介 绍 特征 方程 (8) 的 很 的 一 个 基本 性 质 。 

aE ”对 任意 给 定 的 数 p， 方程 (6》 景 多 只 有 右 限 个 根 清 足 
Rekzp. 

证 “注意 到 方程 (6》 可 表 为 如 下 的 形式 

Atp ilet ys e^ 3a )Àt-1 + pole >" , SIE T TR) 

=0, (6^) 
其 中 如 - 1， te POÉSUHeC 5, o, 679 8 ADR, 

JU Boo dé Sr EIN Sc HRGEBUERe 2o, Wb [e7 t] mec tim 
eti, dug 

lp.(e7^, eeg elm) Buc 

对 基 个 常数 B.( 与 7 有关} 成 人 并，KE=0,，…，n~1。 

现 选取 正 数 只 足够 大 ， 使 


B,-1ı B,- B, 
-R tp t tul 


方程 667) AWRDBE RAR RERA Spil SR, AA RME 
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就 会 有 jA DSB, A T bee ÉB.. iX (007) FA, rEg 
ReÀ z- pit] ARA ARGHA R, (ER EE EROR A An, — T 
fiSs-PEBUERPLBE HAFREN RBS PRANA HERE 
HAREN, HUA, AE (600 不 可 能 有 无 穷 个 多 根 满足 ReAlp. 
WE. 

FHS EAHA FEO 的 解 的 一 称 指 数 枯 计 式 ， 出 于 证 明 
率 小 较 多 的 泛 函 分 析 及 复 变 函数 的 乞 识 ， 量 且 证 明 较 繁 ， 攻 内 述 
而 不 证 。 读 省 可 参看 [28] 第 7 章 的 7 .4 节 ， 

引 理 5 (O 特征 方程 (6》 具 有 有 限 个 纯 虚 单 根 ， 而 其 他 的 
根 均 具有 负 实 部 的 充 要 条 性 为 ， 在 在 正常 数 M, k, v 使 得 方程 
(D ERIC., D HRERS 

[z(£5, PY E&M Splet kie, tæta., CD 

GD 特征 方程 (6)》 的 所 有 根 具 有 负 实 部 的 充 要 条 件 为 : 存在 

正常 数 要 各 使 得 方程 (4) 过 任意 的 (fte，9) 的 解 都 有 
[rita eO IxM|Iole7* 5*7? , fm. (8) 

定理 1 (i) 方 各 OD DUSERERON — SURGE IB TES I TILC 特 
征 根 具有 有 了 痕 个 纯 碟 单 祖 ， 而 其 他 章 均 上 有 负 实 部 ， 

di) 方程 (4) 的 零 解 为 一 至 刹 近 稳定 的 充 娶 条 件 是 其 所 有 的 
特征 祖上 有 负 实 部 ， 

dd JEO 的 零 解 为 不 稳定 的 充分 条 件 是 存在 实 部 为 E 
的 特征 根 ， 

证 0D mD HRERS A MA Aki, T 他 
RUARGS AL ARR, MASSA 式 成 立 。 赦 方程 (4) 的 零 解 
Ap EO E, 

反之 ， 如 方程 (4) 的 堆 解 为 一 致 稳定 ， 由 下 理 2 知 存 在 常数 
kIT G, tolek CRI BS 

|e(,, PODLE MEITE, ftoelskio 
<Mlple- €'7'? kil, 
FAS Eam EO DUPEHEGEGRIFUNGI NUT, 而 其 他 的 根 具 有 
负 实 部 。 
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(i》 如 时 方程 (4) 的 所 有 特征 根 具 有 久 实 部， 由 引 理 5 知 
(8) 式 成 立 。 胡 方程 (47 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 ， 

反之 ， 如 果 方 程 (4)》 的 零 解 为 一 致 渐 近 稳定 ， 由 思 理 3 知 存 
在 常数 M>0 及 ?>>0， 使 得 对 所 有 的 ER YT, ols 
ee 0 ffa, 从 而 

zf， 四) 有 | 之 和， P= T, topl 
xMlqg'e-*57'90 ft, 
Higrg] SA; FSCOD. 的 特征 根 均 具 有 人 负 实 部 . 

(iii》 若 方程 (4) 存在 正 实 部 的 特征 根 A。， 则 方程 (4) 相应 
KRATO =en", EAW HE, TEA [0D] = 1&1le'™ v 
-一 co (H4 i=, ADRO BQERBETGÉGE. 

从 上 述 的 定理 看 到 ， 常 系数 线性 齐 次 的 微分 差分 方程 的 稳定 
性 与 它 的 特征 根 是 次 具有 和 负 实 部 有 密切 关系 ， 不 少 作 者 对 当 关 这 
方面 的 问题 进行 研究 ， 例 如 文 L50]，[51j，[52]，[53] 和 作坊 痊 分 
别 对 全 时 带 稳定 性 、 小 时 澡 称 定 性、 依赖 于 光量 的 稳定 性 址 品 题 
让 及 与 特征 根 分 布 的 奖 系 及 其 判别 进行 了 研究 。 

FIEL HE APER — EUR] SI £R VE TE BRL O FERRE FE DU 27 ih, BILE. 
用 选 代 遥 近 的 指数 估计 方法 | 

3555 t £8 EU; TRU UU 


n a [Bz(f 8) CxCf — t 4 0)340, 


fzri,, (0) 
m)ysqg(t—4,), f,-2txtd x f. 
其 中 入 = (0;)、B= (5), C- (co gon x nb ORE, c 为 正常 
&, e €C(E-2:, 0], R"), 
把 (9) 化 成 筹 价 的 积分 方程 
TE) =pl- th fanir Sta 
eco m eco sce 


' t " 
ug f eruit a (s5ds 
让 


a0 
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i 1 
L] 
十 Saeco) eate [P z,(8 + 0)dOds 


Ta 


a ' " 
+D eyen f etm] z,(5- r8) 


dds, mdi i=l, 2, 


"EM 
定理 2 如果 满 足下 列 的 条 性 ， 
(I) a4«0, i21, 2, |, n 
A 
coe ee a] e [e m e 
edel speso. 
其 中 ð= ü ur i=l, B} oe, m j=l, ZQoey n, 则 方 
t]. 


程 (9) 的 零 解 为 渐 近 稳定 ， 
证 下 面 给 出 证 明 的 大 概 步 又 。 
1” 对 (10) sf] Gauss— Seidel xk (V. 
xE) =pl E ta), Fa Zt is. 
s t) = pOent 


t 
-+ D ayeta ti f enut nOg msds 
J-1 


a i 
十 > a; gni icto f gs; to "un im- lyrsyds 


* 
F-34331 


i-i t . d 
+ > b, et. tto [emet aem edits 


f-1 


eX eii 07 a g-in tesia} 
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x f 5,07 3! (5 0)d8ds 


i-1 


n 
n c euro gs, 0n 13 
PED 


j=l " 


xr wm GG — r + 6)d8ds 


hi i 
+ Dee g-an teap 
ba 


Pei 


x f zmis- c 4 00d6ds, 
-Y 


imi Pl, ovy M, 
取 零 次 近似 为 :， . 
z(t) Ep (Den, Dd 


i-i 


zu = P.O0Ye tnm + Dage ti 


j=! 
1 
xf eco, Cmn Co (gods 


la 


f-1 t 
TENE =a: (t= Fa) 
+ b, €n | go? 


n 
x| x, 9? (5 + 0)d0ds 
es 142 H i fab 
+ g etin | Ei 
pL " 


i=l 


x f m (-tT-8)d8ds, 


. ind, i=2, 3, 8, M 
2* 取 扩 > 0 充分 小 友 常 数 K> 0， 使 
|) to Irai, 
然后 用 数学 归纳 法 证 明 对 一 切 和 家 然 煞 m， 有 
Jo mt) 一 | 0<n «i 
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|z, t (fo [x Cum i=], 2, t. Phe 
3 [ley (E) PERES rE CO ERES mo een CD 
=r E), HEW ARAC, TIERP SGER- 2689 Meet CO 
是 方程 (10) 的 解 ， 也 有 估计 式 


ko auc s 
pm 777. iah boe n. OD 


4” BOD 式 得 方程 (9) HPADL E. MOERS. 
推论 ”车 满足 下 州 条 件 


(D a,«0, i=l, Z, -, fü 
(ii) zer edele] i=l, 2, n, 


由 方程 (9) 的 零 解 为 汤 近 稳定 。 


Imi) x 


$4 fEKAENHDXIAME 


FEIRAN TER Err drap TER CS 
间 中 划分 稳定 性 的 区 域 ， 这 种 方法 通常 称 为 了 划分 法 。 


首先 考虑 纯 量 方程 
$(f)- —az(t) -bx(t —r), rz0, (D 
其 对 应 的 特征 方程 为 
MDAA ra be 20, (2) 


当 = 0H] fija + b=0， 
4A = 引 时 得 参数 方程 

a= -BecosrE，psinre = £. (3) 
下 面 考察 特征 根 在 (4，5) 平面 上 的 分 布 情 况 。 


1” GQ 6TH, 


由 于 CM, (v, -(- ib 
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£— (T) hh «m, 5-09, o); 


CeLM. 6, 5-(o Z). 
可 见 此 时 (3 的 图 形 如 图 7.1 中 的 曲线 C,。 在 C: 上 对 应 的 特征 根 
有 Re% -— 0, 


2” 当 Mew. 
由 于 Ee Y, a, bjelo, =o 
E(N, (, box eo, c), 


3 3 
£-TW, (a, bafo - 7). 
可 殉 此 时 (3》 的 图 形 如 图 7 .1 中 的 曲线 C。。 在 C。 上 对 应 的 峙 征 根 
HRe =0. 
so Fc, 
通过 大 略 的 分 析 ， 可 知 此 寺 (3》 的 图 形 如 图 7 .1 的 幅 线 Cx 所 
示 。 与 之 对 应 的 特征 根 有 ReX = 0, 
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上 述 的 那些 曲线 将 (9， 站 平面 划分 为 许 争 个 区 域 如 ,IL TII、 
IV, væ, in&i7.19pm, FERNER EER EARNED 的 
零 解 的 稳定 性 。 

中 在 区 域 I 上 ， 

取 定 一 点 (5,0，80)，00 之 0，b5。=0， 风 特征 方程 (2) 有 实 根 
= 一 0 Ha, DD 从 Ga, 5.) 出 发 变动 时 ，(2》 AJIRA tE 
湖 之 连续 地 变动 ， 在 没有 到 达 过 界 Co 及 Cl 之 前 ，Reh <0。 故 在 
区 域内 的 <，8&8 值 方程 (1) 的 零 解 为 一 至 新 近 稳 定 。 

@ 在 区 域内 。 

对 方程 (2) Ban 


òh on 
SK 2^ do typo 0, 


gp (1 — bre- dA +da c er^ dbz 0, (4) 
设 点 (n, b) dEDOMR I 与 H 的 交界 C. b. EDUC, WER 

和 = 0， 故 代入 (和 得 

(17 b.rdh eda db -0, (5) 
BA -EMdC, WjdA = 唔 + 这 E。 现 证 点 Co, 5,0 HFA AE 
穿 入 区 域 I， 则 de<0，dp=0。 现 考虑 d5 — 0 的 情形 。 此 时 (5) 式 
写成 

(1-7 5,r)d£z —-da, (8) 
RAR «Cl, Hidida-co sido, 可见 点 Co, b) MERI 


过 点 Ca,，6。》 进 入 区 域 I 时 ，5 是 是 递增 的 ， 在 I 内 &<0， 在 CC， 
L&-0, BKXEHPIEDO, ARHUReA 0, 可见 区 域 ![ 对 应 的 4，。 2 值 
使 方程 (4) 的 零 解 不 稳定 。 

Ge EC TRITT 


取 定 一 点 Co bo) ERRI SIRRA EE BL DL. 


n pois — d (a, b) 通过 (a,, ba) 平行 4 轴 进 入 区 域 I 时 ， 

则 ac>>0，dp=0。 又 令 dE = 0， 则 由 (6)》 式 得 dE>>0。 可见 (a, 

6) Ca, ,b,DKSE UE A ECIRIIISE, SER, AEF, ba) 
sie 


Hj&-0. AIEN KIIRED, M RLH ARa, OE ECD 
的 零 解 不 稳定 ， 
采用 同样 的 方法 ， 可 以 讨论 三 程 (1)》 在 区 域 1 ，YV 等 的 稳定 
性 . 
下 面 我 们 考察 二 阶 方程 
£y xat(f—-1)ebr(1-1)-0 (7) 
在 系数 2?，5 平 面 中 解 的 稳定 性 区 域 . 
特征 方程 为 
À* + (ak e be ^ 2 Q, (85 
SR üj— TIT 3RTÉ, 1 forEIm DX)IAMUXDR JR. WTF A=) 得 
b-0, FHR O4) 得 
— y? + caig + b)(cosy — fsing) =0 
分 开 实 部 与 虚 部 得 
— y? +aysiny + peosy = 0, 
aycosy ~ bsiny —0, yO0, 
或 a = ysiny, bz y*cosy, Occ y« Coo, 
这 是 一 条 螺旋 形 的 曲线 Cu。( 见 图 ?7.2)， 曲 线 与 沧 标 办 将 Ca. b) 
FERRA FS EKRAL, H, IH, Iv 壬 等 ,下面 考 察 方程 O) 
在 各 个 区 域 中 的 零 解 稳定 性 的 情况 ， 
当 5= 0 时 ， 方程 (8) 为 
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À* c aÀe-* a 0, (95 

Hin LUE, £H EATA AREXE, K Reso, mH 
HAA 0B, 

今 在 直线 段 04 上 任 取 一 点 Cta 0), MERANA Ga 0) 
出 发 进入 区 域 ! 有 41 时， 方程 (8) 的 根 的 变化 情况 。 

uh "T" 

过 通 (8) Rag 
2495 eae! 人 e+(o+rb(-e 路 =0， 


当 aea, b-0, 入 =0 时 ， 有 a +=, icd 


Re SE s - laco, 

HETE, mio, b 从 点 (a,，0) 出 发 平行 守 5 轴 先入 区 域 
时 ， 对 应 的 所 有 特征 根 具 有 负 实 部 ， 直至 括 达 边界 Co 时 实 部 才 
XE, 因此， 在 区 域 1 中 ， 方 程 (7》 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 . 

WER (a, 5) 从 Ga O 出 发 平行 于 28 轴 进 入 区 域 I 时 ， 
&-0 的 特征 根 将 内 现 正 实 部 。 故 方程 (7) 的 零 解 在 区 域 I 中 是 ， 
不 稳定 的 。 

用 类 似 的 方法 ， 可 以 讨论 其 他 区 域 的 情形 ， 请 读者 自行 讨论 
之 。 


8$ 5 李 雅 普 诺 夫 泛 函 的 存在 性 


众所周知 ， 对 线性 常 微分 方程 组 
$-Ax, ACR", ER- (1) 
A. M. IIsmynon 和 曾 建 立 了 一 条 著名 的 定理 ,如果 (I》 之 特征 方程 
det(À4 — A) = 0 的 任意 两 个 特征 根 \!,，%,， 恒 满足 入 A, 560, WU 
对 任意 给 定 的 实 对 称 守 阵 WER", 存在 实 对 称 阵 TER", 使 
(4 VG) -aTTzBE, WPCOIUBEGEGRV GOD = 一 (ff Wal), 
FFn, detl =A) = 0 之 根 均 具有 人 负 实 部 ， 则 WW 正定 过 了 T 为 正 
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X. 
下 面 对 更 为 一 般 的 线性 时 滞 微 分 方程 组 


A 


ys AECE) 十 D Apelor), (2) 


Pei 
HPA ER”, j20,1,2,:5,R, F; = COSSÉ, —0, j21,2,-,R, 
获得 了 与 IsryHoa 定 理 类 似 的 结果 。( 欧 文 LE54]) 


Å 
定理 1 dE (2) 之 特征 方程 det(X1~ AQ- D A;e-";) = 0 的 


TfEXEWEARGEA., Aa, ER A. 0.260, WDXTIE REESE Boe 
EEW CR", EV: C([-r,0j, RR, r= max (r,), 


1-:€*- 
def Á eg 
Vc») cer oTéo)« 2400 [^ Fog 
Pav 5! 


k h 
*0)A,é(0)d0 .- 7 S n 


D, 
AnS" FU. 
Paprei] 7j BE 
其 中 TE R” yE, FEC- 905,90 R") 112 HE; E CAD ZZ. 
Biz, RE 


V(z,) = ~ TWE), (D 
[] 
定理 2 车 det (XI ~ 4。- D Ajet i) 0 之 根 均 位 于 堪 半 平 
i-1 


Ti, WIE TiERE. Hiff£fEu€ C(((s,0),0 sao), R^), 

v€ C(R*,R*), u(0,0) 2-000) 20, (s, e) > Ou) 2-0, S790, 

G0, u(5,0),U(3) XCTSBRGBSEM, u(c,a)— 05, a—9 co, 
使 得 

uBio a s VCdo svc|óD, é€ 1， 和 和 人 [一 ;0]， 

R), jèl se}. (5) 

ELERE PRA, = 007=1,… 8)， 则 得 到 相应 的 HanyoB 
定理 。 
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i2. AdÉOM (2)， 存 在 VOD, WE OD. COO 式 ， 则 由 克之 
EEEE (22 ERE AI e 8 — SEL PR ME. 
在 证 明定 理 1 和 定理 2 之 前 ， 先 给 出 下 面 的 引 理 和 推论 。 
HP AER", j=0,1, ek, ro =0, r;-consf, 70, 
j=l, -, kB, 我 们 引入 如 下 沁 号 : 
h h 


dei 
H SA-A- W etis S Ape, 


j=l i-a 
AL CRAS I0, detH (A4) = 0), 
GO 多) € HTO) WH), Wdgn x nt AER det HQ 
& 0, 
利用 解析 通 留 数 的 性 质 及 数 的 定义 可 得 
引 理 1 设 detE(xk) 20, SER, MA 
(i) Res(G(A,Woe", Ao 美 于 :连续 可 微 且 


A Res(GO. QWoe", Aa) c Resc(&G(X,Woe", A... 


(ii Res(G(A We, A) - Res(G(A,Woe'*, A,0,5—". SES, 
Gib [Res(G(À ,W )e*^*, A, 5 17 = Res(GT (tk, We, A). 

def 
iB G OW s) 9 Res(G(À Wyer, hg) 4 Res(tGT (Nh We, )， 
著 det 互 (一 X 所 0， 则 有 


à 
(iv SUO. W,s) - C CYXATGQGA,W,s—r,) 


iz 


=Res( WH(A)-'e-,X4), 


fA [] 
CO EA, GTO.W.r) + € Ga Warps 


LE i 
= —Res(WH(XM)-1,3,) — Res(HT(h) - W,A,),- 
证 我 们 只 对 (V) 证 明 。 其 余 类 似 。 由 假设 ， 可 EE C， 
[A= Aol 2h20, f detg(A)2e0,0« |À - A, | h,detH (—A)5&0 
Qs |^—AÀ,|«h, 根据 Res 之 定 闵 ， 有 


*219. 


LI kk e 
ma GUR W. ro DG (4,W, rA, 


ped 


2u |l. (XA e^t OG W) 


-GO,W) (X Aje^',) |a- Ar]. LC > X Ate JGA, wW) 


ü 


+ GT W) (BAe " 


jmi 


zd n | 一 X Ae EAW) 


tG, WY (= AI Y Aje, )e 


- È 
- wil. [(-M- X Ate" )Gra, W) 


h 
+ GIO WY) (ML- SL A, us 


1 - 
- ul. WH -k)7!dk- aal. H* (A) -! Wd 
3l. wHoo- ~ xu H =h Wd, 


由 C 之 作法 知 ， Jett X) o dett ( 90,4 C 及 内 部 。 故 由 柯 
西 定理 推 担 上 式 约 第 一 ， 第 四 项 积分 为 零 。 由 此 得 CO X. 
HASIL, HAE detH OO =0 根 的 共 辆 性 及 集 4 之 有 限 人 性 。 
我 们 有 下 面 的 
推论 1 设 对 Vhs A 站 可 dtH( =A) 0, 则 有 
d) dis) = D Ga WD 为 关于 5 的 #4 x n3c vede n HERE, H. 
PTs) = o(- 5, 20 X^ $n) 
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= Res(WHiXx)-*e-*,A,), 
ao d 


à 


(ii) 四 (0 = JEO, W, 为 Rx# 实 对 称 矩阵 。 


DE 


k È 


(iii) SJA ETOD + S Cr))A, 
Tep r-€U 
= -~ Yi Res(WH(A)-!, Aa} + Res(H7() !W,k,5], 


引 理 2 PidetH(iy)*0, pg cR, W 
W(s)- xg. eos Wed, sCR 
2ni J-to 

Xp nx nT Sk p CBE, HWT =W s), REDA DTO) = 更 (0) 
J IREE a 

证 由 上 述 积 分 的 绝对 牙 敛 性 即 可 推 得 和 (s》 关于 s 的 连续 
E, SERERA ITA (D 之 定义 直接 推出 。 

引 理 3 rdetH(iy)9e, y ER， 则 积分 


Kis) = | 260, wes, scR 
—4- 


关于 s 在 任 一 不 包含 *= 0 的 闭 区 间 上 一 致 收敛 。 
(利用 广义 积分 一 致 收 教 判别 法 及 分 部 积分 法 可 推 得 此 引 理 。 
为 节省 篇 旺 ， 咯 去 详细 证 明 ) 
利用 引 理 3 可 得 
推论 2 # detH(iy)M0, y € R, B (s). APSE s ok 
Hn, Hor 
Wis) = | eo, Wed = ~ ÙT- s) s40, 
(6) 
Å 
V (s) 一 之 4 人 (一 让) = — MRes(WH-(Aye-7?*, ho), 
l s0. (7D 
Hm Vs), lim VG) 均 存 在 且 有 限 ， 


peus 
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证 Vo 之 连续 性 CO XS 5 及 积分 号 下 求 微 商 定理 
neen. EAESE-EIE EE 


3l. WHO) ted = = S Res(QWH(À) re tt, 40) 


icd 


HA 


到 Kg) 一 S ATw (sp ) = 


了 mm 了 


— NOE ei: )60,W etd 


cd 


Ms ir 
= |. M0, W)e d 


=r  H'O)GO., We'd 
=} p WH( —)-!e!'dA 
2zi om 


— 1 tia -la-Hi 
-元 wao e-1dh 


= 一 $ Res(QWH(A)-7!e7?*,A,5), s>0, 


h&4 


所 以 CO 成立 。 注 意 到 更 (s) EOS ReQOWHO) e-u A XTS 


ACA 


ZER, Æ (DRP As, WB 


lim Vs) = XA: W(-r)- ERsWHO)-, e). 
PETI -— 


lim W (s )-2 Jim (— Wr 一 3S) ) 一 一 lim ETs), 
Lind ~ 
推论 全 部 证 完 。 
3| 384 
Hm [ern -d= lim | RTO- dh = int, 
Re. ao RE Rete) CE 


(8) 
其 中 Cx 为 半圆 人 | SR, Rem, CERRAR E HE T. 
证 PHONO) 之 伴随 矩阵 ) = (hiath) Jan EAR 


2 * 


haO 2 hy, 0603, A), i>], (95 


3 X (gin, epit, A) 之 多 项 式 ， MER 
en 6078) 之 次 数 志 4 一 IJ， 而 


关于 (enn, 
ha) e M- 1e afi (enin, ey errare, 
f-1 
i=l, e, m" (05 
eM, ET yA- (11) 


detH (A) ZÀ* + aster, 
i=] 
其 中 af? ee", P eTit), a,Ce7 in, Ut, eh) HAR 于 
(ein, t$ e-!t8) 之 多 项 式 ， Bax i cn, 
对 % 作 写景 置换 NX = Re, RIA 
[eio = | esf derH 2 


x 
zi (ht CRei yy, ,dd, 
一 可 
kl 


， 注 意 当 -0 2 RI 


i8 Re ^h, , (Re^) 
FORREST) = c Rel") 


Bh etm "一致 有 界 。j =1，…，8， 故 由 CO, (0), OD 


式 可 推出 当 8E | - 也， 闻 | 时， 一 至 成 立 。 
[ht (Re!’)| = AAT gx i*j, 
hi et) SEC D ER a2 
由 勤 贝 格 积分 拉 制 收敛 定理 推 得 
jim feH 0. x =i lim 人 (ht (Re! * 5), d 
í 


= inl. 


mu 
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tim | HT- tdh = 这 7 
ke) Cn 


推论 3  WidetH(y)-0, YER, P(e) 如 引 理 2 所 定义 ， 则 
DEAFET) + PODA] 


1=0 


= -W+ W[ResQGVH(A5-7!,A,) + Res HTOA) -IW, No)] 


DINE! 


3) 
证 BOE SE WTCo-wO-ro, 利用 柯 西 定理 及 引 理 4 即 得 


> LA PTO p e Wry)A = 


j= 


pa [XA ear7G W)dÀ 


1 * dc TA 
+ " Gih, LO idh 


= -zby lim M ICE x4 2-8, W) 


+ GO W) (M+ X Aen) 
?i= 


. LÀ f'í* Li -1 

= a WHO) -dà gal... "HT(À)-!Wdk 

x ,HOO- idab Jim lo; HT(À) -Idhe W 
>to P hata, R 


+ [CRes(WHO)-!l, No) + ResCHT(k)-"W, &,)1 
| 


= Wr E[ResQVHQO7!,A,) 


+ Res(HT(AÀ37- W hoy], 
定理 1，2 之 证 明 
证 定理 1， 在 定理 1 之 假设 下 ， 显 然 有 detH(iy)0.,ucR, 
detH( ~A æ, AEA, MWY TE — £o n x naat EE , 
i 0.5 pe 
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T=W(0 AP), F(s) ZW(s) tdeo. 


Eh Wo) = 34... G(&,W)e!di, GO, W= HT( )-WH 


(—30-!, (s) = M IRes(GO,,W)e!*,h,) + RescGTOS,W)e7n, 
4,91. HAEL, 98|38 2 及 推论 2 ku TO nx n 实 对 称 和 矩阵 ，P(s》 
Am xn EEPE, H F(s) 在 5 二 0 处 连续 ， 而 在 s= 0 处 为 第 一 
FERA. WA 0.2» ZEE f, 利用 分 部 积分 法 可 得 


V(r) = 21(0) (AFT + XA: Fry Y FODA; 
1 A - 
+ TA jg C) 221 COCT - FC) E Aj Cr) 


1=1 


+ x Xe (C- rA; P [Ee 9) 


-r= 


-F'(-—-r,—8) aa, (Oya 
. k ü " 
-xom[ E F(r,- 0) - 2ATF(Cr, - 0) 
= Tfj 
h h 


一 WAiP(or,-8-r,)- WAIPF(-r, 


-— z=} 


-0+r;) jA;m «ode. (13) 
HT, Fo 之 定义 及 推论 1 之 (00, dii, Witz, 319 
h à 


AT c S ATFr)D c SECGOA TA, 


j=l j= 


k 


x > CAIWT P) 一 Wir A] 


j=ù 
k 


+ DSA optur) A= —W., €14) 


j= 


T-F(0)-0 . G5 
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Fir; 085 - F'( -r, c BymFir,zB) Fir; -05z0, 
-rF,s Ox, j21, ZA (16) 


h 
2F(ir, 0) —2A;F(r; c0) — WM Ai(r c 0—ri) 


i=] 


一 D AFT =r- 0 +r) 
:=1 


Å 
ey (0,20)— SM AfWO, s 8-r) do, + 


4 
- X Aie, 8-ro]-», 
mm 


=r <00, j—1,2,-4, (47) 
Hi G.0-(3,.5) 式 推 得 
V) = -2100)WmO)8 aT OWCE), 
TH BEEN 
证 XXE 在 定理 2 之 假设 下 ,， A= 8, H detH(iy A0, 
4 及, 放 此 时 在 《1.3) 中 


加 加 1 ^ro - - B 
T-W(0) -二 | moo UVH(-—AÀ) dh, 
= = di. tm T -1 EN 一 
Fisy= W(s) DET ln (K) 1W H( — A) led, 
若 矿 正定 ， 则 存在 n nu REEF, WW = P?P， 从 而 对 任意 


的 TER"，Z 寺 0， 成 立 


Tos 
aTr = —-] z'HT(dy) PTPH(O- iy) ~ zdy, 


1 x . . 
=] |PH(- iy) xrld 
2x | (= i7! zi *dg70, 


THEE, EA 2 的 第 一 个 结论 成 立 。 
ERA wes) =L S HGy- PPH iy) tedy 对 任意 


SEREIA, M VOECT=r, 0] RO, Æ Q.2 中 交换 
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$1 manat 
Vo ) -i[ eroi PPH —-iy)-!dundy 


+ zu [07 (0) HT(iy) -3 PPH( — ip)! 


k b 
. X]. aur ddy 
J-l 
Lopera 
ta OF, $7(8ye-irir, e DAT dB) 


h 
. . n 
HTGy) !PIPH(L iy )-1( | Aei 1 ;* ^ 6c8)d8)dy 
Puit Ti 


] un ， 
=g |__| PEC ippo) 
k ü 
十 三 | Ajeit'rj*'9(03d0) |*ayz 0, (18) 
1-1 F 


BR M=- [IPE o dy<<+ oo, 现 令 


us) S=M +g r)s*, 0gs co, 
其 中 1 =ke max (14,1), r= max (r4), EAE EA: JS 3E, 
U(0)20, 7(5)7-0, 5220, HA 0,8) 式 得 

Vigo -专人 PH -ip JAP | terle dy 


«MO2r|g|*sv(|0D, e€Cqcq -7,0), R"), 
X4rt'z min {r4} (r0, ROG. oe Aja 


1 k 
H zom ( 十 A) Too, UNO" 01H kat 之 EXP 


ER QA «nr. 3» [0 


u 六 JT: 
W500) = M In(14 gage J, 0s «ca «c eo, 
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Hop A*t = ming, det(A- Wo - oti W Ete 1*7 0), E 48 

u(s,a) X pO«s«e-rcooyg&R, u(s,m) X ps EIER, HOD, 

8)-0, u(s,0)70, Osca, Hu(a,a)- co, d - co, 我 们 

EHe CC, — (V. WCCQ -r,0] RD, [| xo] HE 
Vipini jpo]. e)s 

事实 上 ， 当 FP EEC。 时， 有 


d A 
Je Em > Aled,- LAS] [eCorp | 
1d 
=- zt P| ete, Oxisr". (19) 


Bit =- In(14 8015) T In(14 


s n" 
ao), BIO) 


2cc" 2 
式 得 
jec) >e "| In00,9] - Tm err» 
zen eco)1- x cen -1)] 
zw ecol, oit", 


3 
再 由 a), Gap A48 


VG) =V(¢)+ | V GG) ds 


= Vgp)- xT(s,)Wr(s,p)ds 


s;V(p) - Ater m0 [?f*/4, 
BiO8) ÀV(x.(C90)0220, AA Tu (19) f 
V(p)zRk'e-**|gco)i*t*/asu(1ocoo!,e, 
定理 2 证 毕 。 


$6 线性 NED 孔 的 常数 变易 公式 及 稳定 性 


在 本 节 中 ,我 们 将 介绍 有 界河 基 的 线性 中 立 型 泛 还 微分 方程 
芍 常 数 变 易 公式 及 稳定 性 的 一 些 结果 、 
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假定 D，C->R" 为 线性 且 于 零 处 是 原子 的 ，L:， CR 为 线性 
连 线 。 别 齐 次 的 级 性 自治 NFDECD,LL) 为 
Da = fe (1) 
如 果 GEC (0,95, Ro, FC€Li*'(p0,o0, R, 则 非 齐 次 的 
线性 NFDE(D-G,， 工 + 下) 为 


-Dr -G()1- La + FCD, 120. (2) 


1 常数 变易 公式 

首先 介绍 一 个 指数 估计 式 ， 类 似 于 $1 中 公式 (7) 和 (12} 的 证 
B, 可 以 得 到 方程 (2) 过 (0,%) 的 解 21CP,G ,BE) 的 一 个 指数 情 计 式 ， 
即 存在 常数 a 和 5 使 得 


[2 G, P) cbe lo. sup. 1660 ~ G00) 
+f |FGs)1 as], t0, (3) 
u 


假定 DA=- |? taucogé«o, res" cano. 


$. Hpudnngrun xn mpi 935 28 5B Be SEE, so 时 
Vari, 00。 叉 设 XX(1) 当 1 之 一 rf 时 为 右 连续 ， 在 紧 集 上 上 为 有 界 
AE nx nE AR EWE FIAD 
DOC) - 1 l'Latods, t>0, 
| 0 -roco 《人 
X, = P 0-0. 
类 似 82 中 常数 变易 公式 的 证 明 ， 不 难得 到 方程 (2) 的 常数 变 
AX. 
定理 1 BTO) (m0) OX»SJPDÉÉCD BIER ERR BT, CERE SR 
XESRHE, XOOBJOPTEGOBIOERISpEE IE, 则 方程 (2) 过 人 0， 
MACACA EE 
DSTO + | XG - Gods 
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-[ cA Xa- 93:6) - 601, tz, (5) 
[a] 


这 就 是 常数 变易 公式 。 
如 将 《5) 变形 ， 则 亲 得 到 其 他 形式 的 常数 变易 公式 。 直 (5) 
得 


s = TH (0)+ [xa — 8) F(s)ds 

- l't&xa-»160 + taxa- 5)]G(0) 

-È cx - 53:6 -G00)], (6) 
ak [AXSI = XGO)G(0) -XG D 


f LAX (E - S)3EG GO - G(0)] 
=X- OLG) -G00)] 
-XO5GG) - X€00G(0) 
= —XODXGD € X(0)GGD, (8) 
将 (7?，(8) 代 入 (6)， 人 恒 可 得 到 如 下 形式 的 常数 变易 公式 ， 
zD- XOG S TCD9Q0 - XCOG(QD 
«fixe orcas- | axa -931 0, x0, 
t o 


| (9) 
宙 于 9<0 时 和 (8) =0， 帮 (9? 式 亦 可 写成 下 面 的 形式 ， 
TO - X,00)GCGD = Tp -XG 
«[xicaorooas -| TAXO, t0. 
0 - 0 
(10) 
其 中 Pb<0。 
我 们 亦 可 将 (10) 式 写成 下 面 的 形式 ， 
m— X, Cl =TIP -XD) 


+ È KFes)yds— f cdsx -eco。 (1) 
ü g 
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上 式 中 后 面 两 项 积分 应 理解 为 对 每 一 个 gpE [一 六 0 乓 时 是 及 "中 的 积 
分 。 
同样 地 ，(5) 式 亦 可 写成 


w= T(f)q [x roods 
[:] 
-| [d,X,. 2G (5) ~ GCO)3, (12) 


常数 变易 公式 (11)? 亦 可 写成 
和 GT 一 了 人) 和 一 天 GCT 了 


+ [rer ox, Feds- l'arc —-5X,16(0), 
ü E 


10, 32 
Hk TÐ- X GMAT HP - XG), 
du 
z222, =X GC, (14) 
则 (13) 式 可 写 为 


2 一 了 (2 + | re —8)X,Fts)ds 
è 


- [ture - 9X366), >O, (15) 
LU 


这 个 公式 与 RFDE 的 常数 变易 公式 十 分 相 象 。 

如 果 能 选择 一 个 适当 的 空间 ， 使 得 变换 (1 人 合理， 我 们 就 有 
可 能 利用 变换 (14? 的 道 及 公式 〈15) 来 讨论 许多 干扰 的 中 立 型 方 
fé, 

为 此 , PCE HRAT — n,0 18) R^ pp 3C 85 ip COS £8 RR 2€ I8], 
这 些 画 数 在 [ 一 r, 00 上 为 一 致 连续 ， 在 0 处 可 以 间断 。 因 此 ， 对 
ftBMpecPC, WUA +X, b, Hip EC, bCR', Pc 中 
元 素 的 范 数 定义 为 iy = max (01, PCA Banach Bi, 

对 于 任何 的 四 EPC， 定 义 

TD = TB +TAX a, 00. 

网 算 子 T(DD 将 PC 映射 为 [~ 0] 上 的 函数 而 且 是 线性 的 。 但 不 一 


4 2Z3J。 


定 是 将 PC 上 映 入 PC。 变 换 (14) 和 常数 变易 公式 (131 都 适合 于 在 PC 
空间 讨论 。 


对 于 NEDE 的 稳定 性 的 研究 ， 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 仍然 是 
景 有 力 的 工具 。 我 们 将 在 第 九 章 缩 吾 详细 的 介绍 ,在 本 节 中 , 私 仅 
X £845 B BANEDE pi $8 sg ER SEDES IA PE — 39 4p 9. 
2 一 类 中 立 型 线性 微分 闫 分 方程 渐 近 务 定 的 充 要 条 件 "59 
考虑 中 立 型 方程 
d 
E 
其 中 9a、5、c，r? 连 为 常数 ，|c| x1, rm0, 
下 面 的 避 理 ， 由 于 证 明 较 繁 ， 故 述 而 不 证 ， RATAA] 
中 第 12 章 。 
避 理 1 方程 (416) 的 零 解 为 渐 近 科 泊 的 充 要 条 件 为 (16) 的 特 
征 很 都 具有 负 实 部 ， 即 (16) 的 特征 方程 
helr ck—ge'*r—-bzó (i7) 
的 根 都 具有 负 实 部 。 
H2 如果 s+a<0， 则 方程 (16) 的 等 解 为 渐 近 稳定 的 充 要 
Fiara, D, 0), Herp 


Delt) rc ex(to r)] 2ax(t) c oóz(t —r), (10) 


> Map zb, 
sabosi, LU 
BV Ye) oan y e^ X5 — aij 
us Ami e ea b) 
当 le| «61, 


证 令 2=Ar， 则 (17) 变 为 
| ze* 一 üre* t ez — br —- 0, . (18) 
下 面 分 三 种 情形 来 讨论 。 l 
G) MXla|15l/BF. ML C562 中 的 定理 5 可 知 ， 对 任意 的 
之 0， 方 程 (17) 所 有 的 根 具 有 人 负 实 部 ， 喜 4A(9,b,c)=o0 
‘ii》 当 joj 之 2] 对， 根据 文 [57)， 知 方程 
(a z+ chz + (812 - B,)shz- Q (19) 
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B PURIS ROI fec Spo jc Ae ep PUE EAT RAE RIT HE 
1° A4*B0,e,8,»0, a9,7»0; 
2? A-B«0, 8,B,70, a,0,»0, k, =E; 
2* A B<0, *,8,70, t, «0, -Ål 

其 中 Aces, 五 = 有 opi， 


E, -[- 至 - 1, POET] e, d22, 8. 

T T y 

vV AB V-AR 
7, = arctg B o^ T, = atctgf - go E 


OLP <T, 1223, 3. 
不 难看 出 ， 当 r=i+e, BAl=1-c, au c CER, 


Or 一 一 一时， 方程 (19) 恒 化 为 方程 (18) 的 形式 ,利用 条 件 2"， 


Bo = 
便 得 到 方程 (17) 的 极 均 基 有 负 实 部 的 充 了 条 件 为 
1-60, 
(b? 一 a*)r*» 0, 
(1 + e)(acbor«o 
E, =k. 
BrTel«t, [6017|a], ac 0, A (20) 中 的 前 三 个 不 等 式 得 
EI EET P = k RiR 


1l wp SLOT c aty rv (1-c?(5*-a*) 
Cw t ebay  ——  zRü-c) 


(20) 


v/(1—e:»(b* —a*) 


1 
= 一 1 ut atctg 


(1—e)(5—a) 
n(qp-e»(0?-a 
t 2201-2635 . 
1 v/(1—- c*) (5? — a?) 
x t=- arctg ü- ob- ay , 
rv (l -ct B za) 
y7- 2xü1-c6*) 
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则 有 feg-i-(Raep. 


故 有 -1 t+ 人 0, 
p v(Q-e?)(b*-aty 
Bp — 3 « --arctg (-c)5-8) 
- rv (1—c?)(5*—at) 0 
2(1-— ei) ? 
l= etb- ay 
因为 T, satts To Ba TED, 
rV (1-c*)(b —-a 
p ids) 0. 
MAR rco U-ci) 2- e 


v(ü-efx La) Veb oy 
v/(1-c?)(b* —aty 

. arctg ~ eT oy ob -ay . 

THT.---7., Bi 


v/(1— e?) (5? — a?3 
(i= etb- a) 


arctg 


TI- etch? aty 
Cl- eb- a) . 


=g- aretg(— 


故 得 到 


21- c M((Oq- cb af) dej. 
"SU VEgrlae UU -oa (4050. 


(ii) S4]a| -|6| 时 ， 由 a+b<0 得 sa<0。 此 时 方程 C17) 
L po 
Aetra aet ek —a-0, . C21) 
下 面 取 证 ， 方 程 (21) 的 根 均 具有 负 实 部 。 事 实 上 ， 如 果 有 纯 
RRA =iy, y+0, YER, ACI) Ey 0， 即 X=0。 但 和 =0 
显然 不 是 5212 的 根 。 故 (21) 丰 可 能 有 纯 康 根 。 如 果 (21) 有 正 实 部 
的 根 为 
=a +i (a> 0), 
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代入 方程 (21) 可 得 
e'tjz-a-ciB| = |a-ea 7 ieBl, 
时 此 有 
e**t*(o^ +a? +B? — 2ga) 2a* c c?e? + etp? — 2aed, 
B-A, Ba0, lei <<1 及 a <0 可 得 
e*rg* oom, ettita, e**rg? aeg, 
e**'( — 2aa)2» — 2027» — 2aac, 
E, 
e? "r(ag? +a? th I 20a) a? + cta? t c* 8? — zaen, 


ARATA, KIHE, JPEODHDBHSBÉAqxa. 


. fg EBr3R,. Jj RECLT PPS RU AE BE BI POSER A O rn 
4(a 了 ,co)。 再 根据 引 遐 1 便 得 定理 之 证 。 — 
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第 八 章 


无 界 灌 量 与 无 穷 延 淆 泛 函 微分 
方程 解 的 稳定 性 与 有 界 性 


境 雅 普 诺 夫 第 二 方法 仍 是 研究 具有 无 界河 量 或 无 穷 鞍 灌 的 泛 
函 微分 方程 解 的 稳定 性 和 有 界 性 的 重要 方法 之 一 。 与 有 界 讲 量 泛 
天 微分 方程 类 仆 ， 我 们 可 得 到 一 些 无 界 沿 量 或 无 穷 臣 灌 方 程 解 的 
稳定 性 与 有 界 性 定理 。 但 由 于 这 种 方程 右 端 泛 冰 和 研究 这 种 方程 
的 李 雅 普 诺 去 证 函 总 “记忆 ”着 "过 去 ， 我 们 必须 建立 合理 的 条 
件 ， 使 得 这 些 泛 孙 的 记忆 “衰退 或 “健忘 "本章 将 着 重 叙 述 这 方 
面 的 结果 。 | 


81 无 卉 沸 量 汉 函 微分 方程 的 稳定 性 
考虑 无 界 澡 量 泛 函 微分 方程 


$(P)- ECE, PCS), OSH, -0, tit, (1) 
RUprCR, FO,M=0, 4e=- ok, JSRROOHBCREXDSLMERRB X 
1E 7523 EYEDA, BOYD EOD) S FOLE (2). 

《1) 的 初始 问题 是 ， 给 定 连 续 函 数 v. [ay 5.] AR", OR JDE 
CORIET(O tap), WE 
S(igiy.po = Pm.1) Mage isi. 
Gon Fas esi) fmd.. 


本 章 将 采用 下 述 符号 
a» Wxcc (Fa, b], R', mi 
jeje  sup([zcs) |; a«s«có), | LR lit, 
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OP PAIT 


Gi BACCOC,R), z€Cqa,61, R"), W 
È 
l&ciap iren e f adeo Da, 


定义 1 REBAFG, OA 
Gy 关于 上 连续 ， aM rcCOim,n, RON, F,H 
t€ pe rE, 
di) 关于 x 局 部 Fipschitz， SX MEX CUL,0$f8R 中 任意 
紧 集 L， 存 在 常数 kK,:， 使 
IEO — FECE yO | Ezio yo, 
ECEE, P] z,ycCQa,11, D», 


定义 2 WAW, >R ES, mA, WO =0， 则 称 
VARER, 


定义 3 EVOOCODREXPURORMCCQa, H, RE XN 
Eit. DV ERCDBNEPSRXON 
LJ — F ue 一 * 
Poopo = Bm LAHAB LIKOD, 


fd]: 


其 中 
y), Gsm, 
VO) OF, VC) (s-D, tassi At 
BEI EVO, PODA COR C CQ, RAELE 
Pý Lipschitz, WAER, $C CCo, £1, RO, 有 
Ya Guo 


2 m VAs VO 
ait Af . 


Hopecs 1,9) 38 JE RRCO XL D 2B. 
证 给 定 #, 风 FEJER DZA EXT, +h] 
(为 某 正 常数 )， 只 须 证 明 


9*6) = 
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VF tA, æl, EDD) VOL AT, y) 
zQCOAT), MAI—O*BI, 

h, € (0,5), easa th h, za 0, g'OGO€Q, 
(OAR RERE) BKEÆVG, yO) TRU MOHITE Lips- 
chitzz žk, MHo cAt sh 时 ， 有 

[VC AL, Xr DVE AT Ce })| 
«K sup  |z(s,f,45)0— 9Cf) — F(t, (7 0] 


taremt+ ht 


«K sup [|F z(e, tb) FCE VOD] AL, 


[ SLILPT 


其 中 1<?<s。 由 于 F(t ,XC*)) 之 连续 性 ， 邑 知 上 述 不 等 式 右 端 为 
oA), E, i 

定义 4 fBiünimVGe)0, TIER, XcprmER 
HBLipschitzZ&fF, BufRV(CÉ,c(42) 为 李 雅 普 诺 夫 泛 示 。 


定义 5 称 方程 (1) 的 零 解 为 稳定 ， FeSO, t.a 


dgÓ(i,,0) 0, Ee € Cie, t,3, R"), ol acte), 
Efi, [2(£,19,9)| «&&, FO et AR, 则 称 方程 (1》 
的 零 解 为 一 致 稳定 。 


定义 6 称 方程 (1) 的 零 解 为 渐 近 稳定 ， 若 零 解 稳定 ， 且 对 任 
Hatsa, YgdEUCIYDO, fHMIoCcC(Qa, Rd, Ro, lets 
T SV IB, limz( tst, ,9) 0, 


定义 7 称 方 程 47) 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 , 若 零 解 一 致 稳定 ， 
Hidgdiu.—0, Eyi, fpiET(OODO, M De, ecC 
Toe, tol, RO, JENE «m, >ti +T], [205 fo, 9] 
«RE, 

首先 ， 我 们 分 述 一 个 稳定 性 定理 。 

定理 1 说 存在 一 个 李 雅 普 诺 天 活 函 Fitz(0))， 模 国 数 症 及 
连续 映射 6，R! xRR+ 一 R，w(f,0)=0， 使 

Cy Vct,o-0, ` 

Gb WCOWSCGD D «Vt dC, 
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(i) VC C) «oCG Vt ))), 
Jj: 2pfiBO eC, 0 DONBISEHEROEM. JODA PHRES, 
SERO =w(t,r(7)) 的 零 解 浙 近 稳 定时 ， 方 程 (1) 的 堆 解 浙 近 
稳定 。 

这 十 比较 定理 的 直接 应 用 ， 证 明 从 上 略 。 

下 述 定 理应 用 Razumikhin 型 技巧 , 用 李 雅 兽 诺 夫 函 数 代 替 本 
有 雅 痊 诺 夫 泛 函 米 判别 稳定 福 。 

定理 2 设 存 在-- 个 李 雅 普 诺 夫 范 数 VO, BRW 4E 
Mimo., R* xR*--R', o(f,0) -0, [i 

G) VG, =Q, l 

Gi) W(|zi ) V(Ct,z), ' 

(iii) a zd, POD =V Y), t0, VEC, il, 
R), HVE, YG EVG WH scra,tlid, Æ 

£s CE PODELE, VEE CODO, 

WAPE = eCt,r COO 的 零 解 稳定 时 ， 方 程 (1) 的 零 解 也 稳 
定 。 

证 对 t>0，VEC(Ce, th RO, ELER aG, ODE 
Sup V(s,W C, WIONEIEGESETZDOD, (D. 


XptmOE4€Cqet) E), X uQOC y ORERE Z 
dii), X IBW PB 

EVG UCOUDO AAG, OD), MAV, et (58)) 之 连续 福 ， 我 人 
WAVG E, VOED, pO), M8 03E2) BI. AH, 
MASOR, QHA POEA, PO, MT Ó, 
CEPCLA COO, 

EVG, =A PO), WASE, t], Ves, v(s2) 
VRG). MRHAR CH 4825457» 0264) M, 

VAE, V'(t e£) - VC dct) 
sat, VG NNE e e(528 

Ape BEKA, IMP £0 85, e(50—0, ROB VC, 各 (#4)) = 
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OCt,uC0)0, QETE, Atike CHH Aro, Ar 充分 小 )， 峙 
得 
Q(t - At, V'(2)- QCE UC) 

«m ur OS) DAE + SCATYAT, 
WELZ E pimddixxsin pág, AFEA, 
rt 的 零 解 稳定 时 ， 方 程 人 1)? 的 零 解 也 稳定 。 

关于 渐 近 稳定 住 ， 我 们 先 叙 述 一 个 Marachkov 型 定 理 的 推 
广 。 

定理 3  BOXIDJEIETECEUH ,存在 常数 玖 ,使 ECG COD [M, 
对 上 二 PECE, t] RO, 9| «H, 成立。 又 讶 存在 李 雅 
TOC IZ EVOSCOD, RAW, W, WE 

à) V(t,0)-0, 

i) VCt V CO)zEW(GQWCO»), 

Gl) VG, dco WOOD, 
yt 27 Tz CLONE A EXER. 

WE 定理 1 说 明 方 程 (1) 之 零 解 为 稳定 , 故 存 在 8(1,,H,)>>0， 
WEH [fa e €CQpo,1,], R), jpj cd, tz *,]RE, A 
[zCf51,,9 0 | x H,, 

zi t= a, pat CG), MAE 28>0 及 序列 
(tj, Elro e, HTI OLSM, WRENS T, 


JSiCLIL. (eT), LOL WHEE ta t+ TIR, 


V (15 EOD- W E2, 不妨 假设 区 间 [1,, tnt T TRZRAHAE 
《如 有 必 票 ， 选 其 子 列 ?， 则 
QsxzVCf ,z(* VC pl- W 2T, 
WES t+ 工时 ，。 
TERA, EARE rO <0， 这 上 与 VY>0 和 矛盾 。 故 
定理 3 成 立 。 证 毕 。 
上 上 述 定理 是 常 微 分 方程 和 有 界 滞 基 汪 函 微分 方程 相应 定理 
的 平行 推广 ， 未 能 体现 无 界 滞 量 泛 通 微分 方程 右 端 沦 函 对 过 去 的 
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EZPARA m SEGUIRE AR. Duane iXA ERU, T. A. Burton 
Ce: 普 先 引入 了 了 “健忘 的 (forgettul) HENARE BU CS 
按照 这 种 思想 ， 人 们 得 到 了 许多 关于 无 界 灌 量 证 函 微分 方程 稳定 
TEACH TERN SER, 3525283 90 T. 

定义 8 称 泛 函 V(1,x(，)) 是 健忘 的 ， 若 存在 机 函数 WW LOO, 
[i (II E l 

(4) GLEO OW eE, 

ta, ECE, tl, R"), 

GD AFERD>0, 000, fese, FE, deu 

hepe nep, [xpvtttmo. Ee E tsik, 
QszV(t,a(« ))scimax(W cr, Wiz 7177), 

珊 当 s 与 to 无 闫 时 ， 称 Y(i ,xz(")) 是 一 臻 健忘 的 。 

XEEACOOD 假设 存在 李 雅 普 诺 赤 证 范 YCtzC*)) RERA 
Wis Wais W, 舍得 

G) QxV(Ct, s W,Clzl[ 115, te, scce, 1), 
R"), 

Gi) V, ,, (2C WAO D = We E] s 
mft, TAFE 的 解 。 
Wl Zr CO SERSEHOILROE H— SUBE. KE 

(ii) Vero) d — S BE XS BS, 
JJ EECOBISERE— SCR XT ES d 

证 HTE, Wå 0, 48W-!(OW.C0) -W(20)) <e, 


x. Mäe, jelt ci, nul. 


VG) =V, EO, to PP EVG PEW 0), 
ARIRÉEim:., W lrD >e M 存在 最 大 A <i dE 
lect) 1 = 20， 由 于 ( 开 )， 得 
EVO EVG) -WEE p AW EGL) 
EVE) Wa AWCE) 
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Wt[z(0) D VOLO Wr tt.) |) 
aW, -Wü20) We), 
Ae laD <e Xt iZ E. AM e jeep 
ð, EOM, Atom | <e, RAEO ZA OR RE, 
BEREE, Wio E[t e, 
(pE E Kta FIt Jh, [zet)| Sirto pl] «1, 
Bi Gig lim jzct)i=0。 


p 


FEHEM | z(2) | = 0. 
ETR Aimer] 210, Bde ETUR AE KEHA 


Ik= Ets fi] (ha 1, 2, -WE 
[act 21/3, [010] = 21/3. 
Bi ciji 


OLEVAL EV.) - x| 


‘Wo zs), yds 


WI) 9SIWsctb-Wozetol» 
sW,O)-n85[W(0/3) WU/3)]. 
当 n 充 分 大 时 ,与 V 之 非 负 性 矛盾 ,于 是 1=0。 因 此 有 lim [2005] - 0, 


扼 (1) 的 零 和解 渐 近 稳定 。 
FEER MR GDF, ZAA ARE e 
Arge H0, 使 
W-WA Wio)) «e, (2) 
adinim, x(0)TxG i. 0. 因而 
(Tift o KL Um. 
0sVCGL, DEW, GD, tty, 
RE- S iB xS IE PRBUSE X. XJ 0.0. 900, FESO £M 


[fe jej, ajen xn, I oes, 


-= 242 * 


V(t, re paima {W (e), Wi dejt oh 
Bitüb, Æ 
Pt rN Wx) | tSt. 
从 而 窑 在 Lo)>0， 使 得 1*(tstoy9)|>> -3 不 能 在 任何 长 度 超 过 
LAKAER- BR, WO t ELto， tyt LISI  - [isto E 
+3], aao <E, 于 是 或 者 
CA) lect) cc AEE WEL 
Lx 
(B) EIEL, f|x(D]2c, 
ARA EE. RKxpb— 3f .e-L-S BE 
OEV UDEV Los, OE, (Co), 
fu EXE t tL+s £b[xOO]l£, MAERA UHR 
Jeah] =c <i, FÆ 
EVD EVG- f Wo tla Didt 
«VG*) WZ p AWGN D, 
从 而 W[Izcl) sva AWe 
x W oo) -Wio», 
BH | (0) | W^! GW (a) + Wo) ) «e, xcu. Br 
uiet, L+S, Brae. 
MEORE A 
EE 
svao- | Wasd] 
g 
V(t) 一 [wow], 
于 是 ，V 在 ,上 就 至 少 要 减少 5=[W(0) ~ w( 2), 
A BERRXPI-D.ECG-DGS, tHL], i=1, 
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2，…。 在 每 个 区 间 上 上 ， 或 兰 (4)》 出 现 ， 或 者 (B》 Hm. bm XE 
8j, :4 (B) HRR, VEDD, 但 YC, xOODXW,; OD, 
故 在 有 限 个 区 间 之 后 ， 合 如 N 4, CAD) 一 定 会 出现。 因而 ， 
Hita t (NAIDS) Bb Jeito’ p] «6, WES 

定义 9  PRODHEREMER EE RAW C ODERA- ELE H, 
EYTEBUEUEW.O) (21,2, AO 满足 ， 对 于 任意 D9, 
920, 存在 S-5(D, c)—0, (fS [fe af an] xD, 
tmi +S] 时 ， 有 

QW TO EW CO Wil & [Ip )。 

定理 55103] 假 设 存在 李 雅 兽 诺 夫 泛 孙 V CE (00 W CE (08 
WAR Wo) (91.2.90, WG, zC 是 第 ] 弄 一致 健忘 的 ， 
HW(t, 00—0, d&3HEd3zCCUG c0), RO, df 

G) WCH DV zi Wi zt) |!) 

. + WE, EC) 

GD VG, z( 0x -WaCzO)Ds 
WFE CDRUSERE- -SREE 

证 JeubtEER— MERE., WFW, C) 是 一 致 健忘 的 ， 
则 存在 横 函 数 丰 (Pr)7， 丈 :Cr)，A(m， 使 对 任意 T>0， 令 忆 =a= 
Y, dEdESSQQO, [i >e, || a: c0: my, ti, tS] 时 ， 

OscW C?,. 2C) «W O0 AWAJ 51511 5, 

XHEIem0, ocr ce EW QD «W,(0)/2. 

FERAM 

(A) e-2-—oo, H0, 0«d«vy, EWC) + W,CGAGD, 

Wii 
« K 2 . 
EE x0) cU. .Q PERERA g, pl en < 


0, >t WAV, x0» -Wstistf) D, fi 
Wica hD EV, raV Ea OD) 
EW CPO DeWis, eC) 
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EW WO) W OAOD llt) 

«W 00 WO) -W,GRQ) 

We), 

Bp]z(s fy, e)|«s, 

(B) a>- c, ERAMATE DH: 

(BO Și SS, SARI iSuERE TE. PH 
Cia, |el''"?«86, tzf, dx. apl e 

(B) MAr 一 S<a， 取 0, EOY, f 

Wid) Lus 4*0 <W lE, IEP Lasy JW, z(*2) 
XcextsexS, [ol yllüLipsehitzz£ $t, 

HEt See, [lol ts —, 1x1.) 

W,COGz(DpsxVa,ezo))sVG, m) 

LW al EL. s. 0, 
«Wo». 
取 4= min(0,,0), MAC Se, | Sn 之 (RESTE, 

|jzxC ifo p] «e, 

Mx =0 是 一 至 稳定 的 。 

对 于 8= min{1，X-!(1)}， 选 取 一 殊 稳 定 定义 中 的 8, 对 任意 
870, Htoc0, EW) -W,()-«W, (9/2. 由 W 为 第 1 型 健 
TR, 存在 $=5to)>>0， dé [fa i x, 
1 之 to + Slt, 

OLW, z(*)) sW (0) -W,CODACI gom, 

Br =r fe) ROO BWE do[iU's-6, FE 
L=L(0,0)>>0， 使 得 在 征 何 长 府 为 L 的 区 间 上 至 少 存在 一 点 1, 使 
]z(1 115,9) | «0, 

事实 上 ， 首 先 注 意 到 

OSV E ODEVE ys Qi) 

WIPED EWE pE, £z. 

(a) g= -~ co, 
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Wo) mW, (0) Wa ACE reS 
LW 0) -WaCSACD)), 

VEW d) WaW), 

(5) am ~ coo。 此 时 又 有 两 种 情形 : 

OD WE t,- Sre, XCPVO,.IOOD 有 与 (9) 中 相同 的 
ES. 

(5,) MEt- SKa, MV, aW) Eas, *0, 
之 ， 在 任何 铺 况 下 ，V(t， sGD BEZE DAS, AREE 见 ， 
Ha Wa, FEK = KC(6，0) 汪 0， 使 Vi(f,x0)) ERE, fmi. 

WRF St 4.,, Ele) 0, TCLDÓ4,f41, M 

VCE, E DEV r GD Wao e 1,2, 


Mit- t <K/W oO EL, REDEE Ct, t +L) 
fi [xc] «o, 
选取 序 (52, f, 4S0 S4L (n=0,1,2,…) 满 
Elroj <e, n=l, HB-DH-S, H] G-1,.2,.:-—0, B 
W,C[zCt) DV, zo) VG s 
Wa LECE) Wet st) 
Wea) WiQD--Wi Dep 0:10)» 
P- IIR 
WET, RË 
CA W,tClC|z]2 i 1673 2 )« W,00/2, RË 
(B Waie ll cti e )2WACGO/2. 
CAO, HS RUE SCBOEBEBHIE UEBER, 
Iz( 2. £4,90 ] 8, tE ha 
ACOM, m 
def 


全 ASD Ddt e W; OV (5/2) ass, 
ti 


网 [azc + ti 14a 
g 
BTACaCÓ foD (GmG), HASAR $2518 
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f "Wadea pdt 


= | cowuaenociscoDodrz 80, 


VCGassoeD«V = Sacs [* Wada pdt 
«VO -8,2(:)) - B, 
dE. b, VO, z(02) Epb, JHYCO,zOO0 E, WOOD RRE 


EARLEN, BüipqE N-N(OO,0, WEWE HS, Hi 
T-N(O 8), Wl 


jacet ta p| «8, tt + NL+S), 
MER- RANTA., WE 
pit 考虑 系统 


O) = Arlt) +P Cards, (3) 
Ep ARER” EE, CCS dn HEEE, 


Qxsxf« ++, rzCRT, 
REEERE, ERAY, AQ KS 
ATBERBA--E, [Bx] «iz, 


|Bz!«K[s7Bz1!7, [aTBr] F y|zl, 
假设 存在 正常 数 丐 ， 满 足 

a) K«k-K[ ec, Hda, £220, 

D fio 0, TRXESTO, HEt >0, ERSESIHE 

[^ (7160, 914n45«co. 


则 方程 (3》 的 零 解 为 一 致 浙 近 稳定 。 
事实 上 ， 取 


V(t,z(*)) = [zTBr]!^* +x[ f Cou,sy| lets) |duds, 
. g 
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EW Op = yg, Ws Gp TX W,GD- E, 


wt,a =r | [CQ | zo | duds, 

nlt 

Bj WFO EV XO Wa ECD AWO) Ya 
Via, tg) KE lxit)! = -Wi,t|zCÓ;»5. 
B AW Gri) XC Fri e jügLipschitzzeft HWf,0)—0, 
XPCP4EEBgJDI-O, 000, FESS), fdouimli-sh], 
[7 [16050 Itdssco/KD. 
BOMER GRO, e ID, 1) 818, 


wa,se»o-k[] - CQu,s)|du 'x(s) ids 
+ [16059 jes duds 
<Kpf [ "160, 2]duds +i- Ef [x22 | ds 


<a + ik- n | 2682 [ds, 


TRW(O,zO» 是 第 ] 型 一 致 健忘 的 ， 由 定理 5 AICO 的 零 解 一 臻 
BIER AE. f 

dE BOR, RITKA ERTH PE Razumikhin 型 
定理 。 

首先 提出 一 个 古典 的 结论 。 在 这 里 ，F(t,zxt*)) 仅 依赖 于 t 和 
z(5) eg(i)szsect Effet denies oC tV 这 时 ,方程 人 1) 记 为 

B) SFO, æl), g). (4 

定理 6 kiok, gOD-0. WDRTÉTECÁ ETEEHEGON 
Zt VT), H BAW, Wi;, W E xk SEXE gm 
P, [0,00)—[0, e»), Pi(r) - r0, (r0BpD, WE 

GG) Wice eVit EW mi) 

GD 对 任 给 初始 条 件 《〈foyop)， 方 程 ( 和 7 xb Cu. 90 的 解 
z(D = zto ,P90) 满 是 当 [V GE G)) PO CE, r, DD)), 2 d. 
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gD, A 
Vous GaP Wan D. 
出 方程 (4》 BUR — SORGE HOST GEGE. WERTE XE ho, [E 
34:208j, gCOZ (7h, WEE HEI C RATE Eo 
证 “ 先 证 一 致 稳定 性 。 IHERB 6-0, fede 0€ (0,0, 使 
W(B)-«W,G) WX 10-0 | pEC(e， tl, R, M 
|| e || ** 006) A SIN, 


V Gs Gun) «0, 
RES te, VG) «VG, SEL, E. 
因此 ， 类 似 于 定理 2 的 证 明 ， 可 得 V(t,z()) 过 sup Vs, 


SOOO WD Wo, des tef, [x(b|ee, Ame 的 
零 解 一 致 稳定 。 

下 面 设 和 >>0 阅 定 ,， =A), dis, pCC(pa,1,], R, 
Spi pln! ca R t, EH, 

HTAR NE Od), WE aD 0 

alm- inf [(P(r)-r]. 


Finar sW OH) 


设 和 N= NOG) AGE BÁiR 4b G3XZOIEXEAE 
WN) + Na W(H). 
Ra  W,CW 7 (QW ODD, 

dd... mod. TRAE NT tO Spa. WE 
Fari CaN), [ih ER CU sp -a0p/0s.OGDBELgCDz OL, 
D. WATC,m) = Enl to, 1)o 

FPinurBm9 TQ, Bj, Jata p En 只 须 证 明 38 
fq. k=0,1, e Ni, VRED) EW (H+ N-ka, 

当 = 0 时， 这 可 由 六 的 选取 及 关于 一 致 稳定 性 之 证 明证 3C. 
BELEREN ERY. MRA i a/d A 

Vet (SW, p N — &— 19a, 

IMA PVG, EDO W,OpD +N -R)azV(s,r(s)), NSSE 
t, HE 
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Y ay Gun) 0.0, 
这 表明 ， 若 存在 (d. -2a/0.,, DEVOIRS, ODW OD ON 
= (R r1), Mi= t* i, VC eO) EW COD + N-k- 02, 

PVG, OSW, M N-ka, fa —a/0, x E d, 
MO VO,z0D)WiOD +N Ra dal ta , a/0,) 

LVE EE) ~ 0B 1,1). 

HES e, BASIL. Hy 

Vet zCt)) «Wim -(N-&- 10a, 

WE ieiti wm BJ, [x(Dd «m, BPUAZJIER (0 BURN 
渐 近 稳定 。 

Eget- h, Wa E 

tela m ta RLE óan) +h], ko 0,1,2--N, 
MET m =t, TD, TD -NOGp[aGD/6s GD +A] 无 
F, WIID 之 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 证 毕 

上 述 古 典 的 结果 对 时 河 作 了 较 强 的 限制 ， 即 PF 对 g(t 以 前 的 
历史 的 记忆 完全 消失 。 这 种 结果 不 适应 于 一 般 和 的 Volterra 型 积分 
微分 方程 。 下 面 将 页 岳 述 的 结果 提出 了 一 种 非 直接 的 “衰退 ” 记 
忆 原 则 ， 以 得 到 渐 近 稳定 性 结论 。 

考虑 方程 

&£(i)-F(f,zx(s); Oxsui). (5) 

定理 7 UC GESEGEXEECVOL,, SEE Wu, WIE 
ERAP, L0, -o0)0—L0, +o), P(r) -rz Coik, 满足 

G) WC mV a) «W.sCxb, 

Gi) 对 方程 (5》 的 任意 解 SC, ELOT), Taco, FEM 
rDQRBESBW,;. E 

(i), MAXESCIÉS, ?],:70, VEs a(s) «P(QQ,(0)) 
Bariy (Gt, =max{0,t 一目)， 有 
Gijs Ves (EaD WOL) 

dE ExRIA4RT. Ar 是 方程 (5) GEGLTEO.90 上 的 有 界 解 ， 
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如 limz(t) - 0, 


本 定理 的 证 有 明 完 全 类 似 于 定理 上 之 证 明 ， 省 兴趣 的 读者 可 参 
BJCI04J, [105]. 

由 定理 6 和 定理 ? Ai Byna EAW AEE 
性 定理 ， 必 须 建 立 合理 的 条 什 ， 使 李 雅 普 诺 夫 泛 冰 的 记忆 “衰退 ? 
或 “健忘 "我们 再 介绍 几 个 这 方面 的 结果 。[1041 

定理 8 假设 存在 李 雅 莹 诺 夫 活 本 FCtxz())， 栅 函数 Wo) 
G21,2,8,0, XESREEPQO, Pin -r»0 G»0 满足 

G) Wia D VO, a Wa m)» 

(i) XHMEXDI0,07—0, fth, 
使 当 [f=&, | mj t DIM. 4v PVCS, O) 
maxi(e, i —hj)s ssi, WA 


V Cu EWAO WAV 209). 
出 方程 (1 的 零 解 一 至 渐 近 稳定 。 

证 人 先 证 x*= 0 是 一 致 稳定。 对 任意 s>0, 取 6>>0 ,使 W,(0) 
«Wi(ce), RS uEBW,;CzC 1,9) VG, z(00«W3(0, 
Gm, RPX D= c0 RCOD WRA o] 7'1«26, 

TVO o, Cs W lje || CUT M&W OKW (2)。 若 存 
TESS — AE EU IEV CL (O0 SW,QD,WIV 6, ,,209)0250, 
XEROQVG,,0(22)022 VC TO i2 Vs, iu 22), atu, 

RD =e, 070, W,QDW,QV,QD), Bl | v|| "5! "ee, 

Ves æl LPV C) (esat) 

上 式 对 任何 #0，max {fi -上 0} 过 3 所 1 1 成立。 则 
Vo tr EW WO, m0))) 
. Wo -W,.OC4CO)) «70. 
这 与 了 fi r= 0UFP RR. W M trit 
Vct, z()«W40),. AfüizG t e). 
下 面 证 明 z= 0 是 一 致 吸引 的 。 
对 于 =1， 选 取 一 至 稳定 性 证 明 中 的 6。 设 ec(0,0, oca 
à 25r 6 


cd(s)zanfibg(r)-—-r Wi )sr-Wa(0), IEXCEN-N(OD, 
[EW CO Naz W,Q(), DZW,!'(W,050, X80 20, 使 
WW, -Walo 2 750. 
Bue =al taph (ej, ae t6 «D. 
XPExRDIO, 000. fffEh00, (Spig, || zt xD? 
Hf, ZPV, r(e) VGS,2(*)), maxía, t-k)s«s«t yj 
V (Gun EW ^W OQ, 2C), 
HR tomis teh tay), (Rz 0,1,-- ND, SEATSEFRIH EARTE E 
HAVC ee DD Wi(e) € (QN Ra, tete (ko20,1,—ND, (0D 
MR-IONI, HN-N(GO fX, (OD 成 立 。 
BEMACNBP ger. RRBER-CRI«ONBHI, (0) BEL. 
UE ith, VC, sQ0)2W,Q) OU R-1)2,Bl] 
PV TO SVO, 2(*)) aW, (e) + (N- kya 
VS, X60), E- hes, 
网 VB EW -WW c) -p<0. 


上 式 说 明 若 存在 + 宇 f+hh， ABVCE z( OD) &W CE) + (N-k 
-1), WARA t, AVOID EW, E) + N-k- a, 


下 面 证 明 这 样 的 + 夯 在 ， 若 存在 {* 便 当 fs +h= iui mapat 
eith, VW TN-R-1)9， 则 

VO, PLW (E) rN- Ba- y(i* tpi t+ a/y) 

«VOS, z(2) p(t = Hu. 

Wt Stn BE 

Vet, rte EW, (e+ (N-ka, tni. 

&k=N, T=NhR+to/p), Wü|z(tif,, p |se, fc t.-T. 
EKO RRA KRE. ME, 

定义 10 称 李 雅 普 诺 夫 泛 画 V(t,z(*)) 是 第 [I 型 一 致 健忘 的 ， 
NdrfkBUEEOW.GO Q-1,2, EMETRE) WR. 
HERDS, 00, friS-5(0D, 0)70,X[tiQze,|] ji 
«D, £z r5]Bf, 
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QszVCE, CO PW O0 WP LOI m4 Nm 2, 
定理 9 (Bu ERIUM — Sr e EVO, SOC, TEN 
REANG, s), BRREXEW.OO G1,2,8,40, AAA Po), 
P(r)-r20, (rL0B, WE 
) W,(CzC DID «VG,zQ), 
di) dXEXkEhRDO0, XÉP(OVOLz(Q00 VG, r0), max(g,£—-h] 
xcssci, M 
V cu Gun CO Wa (JED DIG), 


rT 
JUPAHERTI 0. dur -r(1)20. Cr. Hi a()dszer, 
Gib WC zz sHCGL x) mW . mi», 
Qv) 4££56L.0, FED>0, M | z[ "LE, 


Hoy nD G- D), 
WFE FRE- AAEE. 

E Er- SE, MER o>, FEILE, B 
WiGOW;c)/2, & D=0=y, PE S-5(Q)0, WWT =r, 
| z | t xy, tI Sg, 

Ox VC ,x DE th OW;CHI xl 7» 

考虑 两 种 情况 

(a) «— —co, 0,70, 00: y, 

CS) YW (85/2; 

(b) ea>> 一 已 ， 有 此 时 又 分 两 种 情形 ， 

(b), ti- Se, Wo, >o Ra 

(b), fi Sca, Ls AVG ODR F lol "n xv, 
axisuc-SiLipchitz gp, Bde 0, beos rth ZW C80, 

4&ó-min[Ó, 82}, ali = rlt; t 92, lp || ET «0, 

E O0 Hsc, MVG 9) WW ASW a p ETE) 

AWAS Wi e, 
imer, WEERHEVG., pW. 

EO, MVC, PODE Laas, r OLW Eo 
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竺 还 Ve) 过 Wi(e)，(t 宕 10)。 车 存在 第 一 个 U- 14, 
WEVE, (0 W ile, WETE ct de 
V Qu CES, T7052) 0, VCt* oz 2)z2W (8) —e, 


其 中 e<<min CR, inf (Pr) -r}} 


Wonyi 


h, P(V(QItauC0) 
Vata) tremW eV sr aasi", 


BUR V (uu Gum CO WCG) Dac seo V uus, 
z())02P 8. dk £p, VO, r(e) <W c), Bd 
jelt ta, | <e。 即 z= 0 一 致 稳定 。 


HPE = 1, 选 取 一 致 稳定 性 证 明 中 的 6。 设 >(t) m nC top), 
let? «6 VO, xCoo«Wite fmi. 
XHEXSC(0,0), A&0-a-a(s)z inf  (Pír)-r), Ik 


Wie) y Wy) 


EHN = Ne), EW Ce) + Na>W (1)。 
Js lE EXE. Rd. bh, 使 VE ODW e) +(N- a, 
EEI, VOL, 2000 2WiQ( +(N-1)8, (Cz GR, mj 
P(VC, TO ) VC x(O2) az W E) € NazV(scx8)), 
(EF—hsxsxt» W 


t 
VCt (0) W,(1- f SW «C [2(5) Dds. 


PAR Civ) 为 XHEXLDO, 4UEDIO, xS|[sl'tn «xL 
Bj, H (Qu, «D, 3XxXHLz1, D-2DOD, 

AUTPD-21,070,W 100) W (8/2, RESSO, HE I, 
pej 7 32x1, £28£,9- SN, WC XV, sepa a) + 
ACE-ÉGOW Cil zl 06605, 

考虑 区 间 1y = [to HR G- 1S, (o h]S1,G 71,2,77), 
4i. to EREG-T S, t5 ER JS, 


- def 
md CeomIPSOW,G)-W,Q)/M2)1— 970. 
故 必 存在 fy El G1,2,-) Wsp >d, 
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BISO, BUE Q«d. QIWa(D. 29/D«5,. 3EXBIX BI 
Ij-[t;—-9/D, til (52,80, XHESFEI;, 
Hetet ~ HCE AO) DG — i)xg, 
网 Wa- Wian DSU p DHO, SODE, 


def, uH 
Iz CO [RW SION OD De, HBrTSg/D«S/2, VW 
ISI- UI (22,9--5, H4 f Cii), HEr, ik 


N mtdizr (22,8,9). 


iis 


WERAK, EW, CD 一 rW 0)K<<0， 则 


[en h KE 
VG, eh 2KS, 2C) «WD -| M AOW Ued? 
1+ 


K 1 : 
xW,)- zf Wr) dt 
2j DD 


jer 


€W) -rW DKO, 


25V 0 GR. WEWE, C+, totke 2KS], B 
Veti, DEW, (+ (N- 10a, 
FEE V, eW e) (N-D, Gi PRR, 
存在 taDt, REV, æC) DW, (e) + (N -1)a, HRE 
V (a, CES 262020, EPV, FOOD EV wO) a8 WC) 
*NamV(s z(*)), (hes, Hb Vous nC) 
EM EW rOuQ])x0, ZW. 4A T.-Rhe2KS. M 
VG, zCODXW,(G)-ON-108, (>t, RT; m). 
3E EXBUEBR. n A ETEI = £. Rh+ 2KS) BE VC XC 
W (et iN- a, (ERR, (al, 2, ND, BOR ttt 
Nih + 2KS Vit e LW (8), BAe pm jee E 
例 2 ”考虑 系统 
E) = ACD) + f Cct- sz)ds +S Du- Damas, 
{73 
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IPA, CCO, DOOJREEAE ID, [T Cadix + os 


CDDls 人 iceyJa<cslccp1。 
Ei EFEN, A10 CC. 
(i) AOO)-KÜ-(OK—1/KO,c—nGo,AXi puc. A 
t I 
ERTO, feXkr-CT)0, 使 | ns)dsr (zh) 
di) XHEX6070, TP1E8—0, Hit, + Sh, A 
"Fr [Citt — s) |duds T, 
则 方程 (7》 的 零 解 一 收 浙 近 稳 定 。 
1 +o 
= [zc f f [Cc — s)| zis) l duds, 
一 是 4 


V as x EAC) KO) [0] 
- (K-1) fiea-»| zs) ds « 'Ipcr- 5| lacs —h) lds, 
ü p 


"MIROR, max{-h.t-h)=t-h, qe (K-100,/€,71, 
PVG, ODV, C), t-hes«t, W 
gVct,z(*22 
t—h pHa 
>Ja -m +K f | IC 5| zc) [duds 
—h t— 
qaV Te》 
Slad- w| eT em mtisoa- to |drdn 
>ro,| ip - 9 lc mo |ds, 
ü 
V os (BODEA) + KO) [200] 
-K-D È 160-20) ds - q/KC VGL n0) 
e CACO KO E g/KC Dælt] 


- 256 * 


x -70)[2z0)2], 


m 
QHO, x)= o, M 
Hielm) Iu) IMCEDT zs) |ds 


elc Da- pec to ds, 
0 


对 任意 工 >0， 若 1 zz Tt] IL, Hg 

HG, axL(O + C.O/C,), 

下 面 证 明 Vit,zt*}) 是 第 II 型 一 致 健忘 的 。 对 任 DO, 
o0, HES >00, 4r ta +S 时 ， 


m | CQ — 5) |dudsszo/DK, 
—5 上 
WAE S0, haj TE D, tli tS A 


VAD s acp + KS [iem lec Hduds 
+K f p eu-s; [a 8) (duds 


«pk[ ^ [icm duds etie KOG- t] dejten 
hg i - 


zxor[i-KOG iol. 
故 定理 9 RAIRE, CO 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 

文 [106] 还 用 Razumikhin 型 方法 扩充 了 定理 4 和 定理 5， 这 里 
仅 饥 述 其 结论 ， 朋 兴趣 的 读者 耳 在 原文 中 找到 证 骨 。 

定理 10 BREER — suo [E xl ONE GHRGÉ X DIS i8 
Vct,z(*)), BIgi BW «00 ,W (0 ,3ESRE SEP CO, PO - r2 9070 
Hj. HE. FERDO, PVO, OSV, KW Q1), 
PP LON) VT) max(£-h,a)ssst, WAV’, 
ONL- OWCA D- Wa d0 Dl, APOE. 
£480, eter - ToO, E| nodir an. 


则 方程 (1》 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 
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定理 11  (WDÍRTEGECEGEGECAGAGE VOL x00, A X 
BRIEWE cO), BRUESW,O) 021,2,8)0, XE BPCO, 
Pin -roo Q5srvmOmp, WE: 

D Wica eV tr EW (rt |) 

TW.TOOD, 
GD JdEdEhL0, BM PQVO,m())22VG,z())0, max(a, 


P-h)es«!, WIV Qoo 0 nC) -WaCaQOD D, 
则 方程 1) 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 


$2 XJ EGGURXESUJAE 


EAERI. GEUUOLBUNON YS BAERE AGE BOSE 
去 的 记忆 豪 退 ， 仍 是 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 研究 无 界 洲 量 泛 画 微 
分 方程 有 界 性 的 重要 课题 ， 症 节 将 叙述 这 方面 的 部 分 结果 。 

HeT 

£(f)-P(f, x(sS); Gui), Gc —co, fmi. (1 

Rpecm. 方程 (1》 常 简 记 为 (7) FO, xCOD. 

定义 1 假设 对 于 任意 H>0， 存 在 D= DOD Ie, Ku 
Cfg, [gp] tU SH, tt, zf ts ED, MRA 
程 (1) 的 解 一 致 有 界 。 

定义 2 候 设 存在 B>0， 使 对 每 个 +>0， 存 在 T= T(r)>>0， 
Beie, [el tti mr tæt, tTI, pz, fo, ISB, W 
称 方 程 〈1) 的 解 一 臻 最 终 有 界 。 

定理 15121 假设 存在 李 雅 普 诺 夫 泛 画 VO, s00 BRER 
Waid, Wa, Wor), E8 

G WCG» DVG, sW al E fme Ed 
HEARN), sadi 

Gi) Fa, G, ODE -WGxis ia ph), mia, 
由 方程 (1》 的 解 一 致 有 界 ， 车 再 设 
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di) XP T|IXRD0. 44k LOO, dux 605 
Bj, [FO xOCO | LO), 

Qv) VG ,zCooJ& — oils fg C, EE SEED, WA CD 
欧 解 一 臻 最终 有 界 。 

证 BEHE CD 的 解 一 致 有 界 ， 故 对 给 定 r>>d4。， 存 在 刀 = 
D(r)xmrm0, Bono, pls mr, tra) ih, Jed)! = 
[205 f, e)|«DGo»), AmA GO 及 Gi, § VG, Ope 
WCD), žila F(fi.xQ)0l|zxL(D)-L, 

AFV ODE- REBEL TüfELDO, WTERDUKIE 
X£o7»0, dpdksl0, EOC g, mb aD, jej tn tn xm 
O, ti, +SP}, 

Vet ee palmar Waco}, Wache EEEE EOR 
Wszo/L, WRES t St, Æt, 4.050 EN 

[zC£)| xo, 

HEW Selt o p | VC zCOOsSVC 98,20 )) «IW (0), 
当主 + 十 $$。 所 以 

(elfi, P [EW T AW) B), Mtt, SHE (2) 

3025 gap] Ai; = Cf, += 1), ta +s], i=1, 2, =, JE 
每 个 上 上， 或 者 

(A) SPBPHECL, [e 二 cf 或 者 

(B) Xp EA CDL, Ivo. 

当 CA) 成 立时 ， 根 据 以 上 分 析 ， 应 有 

elf Ea pB, PEZ f, eis, i 

M (B) 成 立时 ， 由 于 e DIESLA, ÆA Ti = Et; ~o 
2L, t; 0/2L) Eg |a (02|2 0/2, AEE EAP a GO 
—-Wí(o/2). 

Wsmeo/L, (f;i-o0/2L, EJH Ch, 35; 0/210 DAA 
ELP, TukdEh E, VO, xCO0GPGHUDOW(Qo/2)/2L, dip 
OEV, WD), (OB) 只 能 在 有 限 个 上 出 现 ， 即 在 有 
RERNE, EF O BEA, Els 上 出现 CAD, A 
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TEFON ADs, PECES, lpp et xn tet tT, A 
IxCÉ fap «B, Bü CO WA- BRAR, iE, 
E20 (9 I dp 4e RUTECE ESAE ERV C EL O OD BER n 
W,, Wit 
(i) OSKE, OPW rl 0»3tzeERrCC(Q, I) 
R”), 
GD VO, rN EW Was Ge 
iQ BANAKO 的 解 时 成 立 ， 
上 则 OOo AERAR. yb, Æ 
(iii Vif rC )) 是 一 致 健忘 的 ， 
W OQ) 的 解 一 臻 最终 有 界 。 
证 对 于 任意 H>0， 当 [oe bejte —H, tt, R, 
d V=, a t DEVO p e DEW, G, 如 果 存 在 
P= WE e DH, MAER ARRE e O] = HAt E, AT 
üxVO)s VG 3-Wt|att)| o Wü|zct2|2 
VOS) Wl -Wlact»p, 
于 是 Wor DV) WO (0 DW,COD WD, B 
[2C ew 1 QW , CH) + W CH 5), 
BOLPTÓ, 8 
IxCEÉ £,,9) | W^ QV, UD + WH (Z DOH)), 
从 而 方程 (1》 的 解 一 致 有 界 。 
再 证 Gi) 成 立时 ，{1》 的 解 一 致 最终 有 界 。 任 取 召 >>0 以 
pz 33 
IW (Co) + WO «W(CB) 
Koo, I mO«W-'OW,()-W(o)«B, 
由 于 (1) 的 解 一 致 有 时， 于 是 当 Li e, pl eo <r, 
ti, rsat p) WE 
|z(27, 用) EDE) 
AURIOLO, xO EW (D). 
由 条 性 GD 知 存 在 =I(，9)>0, 使 得 z(t io p 20/2 
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不 能 在 任何 长 度 超过 LERE- MET. WRR- 
定义 ,存在 ?全 0， 对 也 >0，5>>0， 存 在 3>0， (i3 Cia, 
jelte gp, elte to tto+s] 时 有 
GAV, rt lmax{W oy, Widle AEO 
因 必 有 {ECto，fo tALISI, = Cia Potts), E rE ols 
/2, TE, RA 
CA) it 对 所 有 + ELE, SEE 
(B) FEIE, Eld lo. 
WE CAO mexr, WA- =t, L+S, BE 
QEV D VOS E Ls, SOIW (0). 
BAnfexkbei, Los, W sD >o， 则 存在 景 大 的 满足 
|zxci*)| - Bgot* t, d 
o« va «ve -iW daa Dlas 


EV W ja p -Wlzct*5), 
从 而 Wi jeD D SVO FW Pi) «IW,(o) 4 W (0) «W 
(PD. BB izOD | B. BOR OW AW a) »W(GD)&B,. BrpA 
HTAA i= t thts, di[xGD[B, 
WR mo A 
VOUS bes«Veo- P7 Wesde prts 


«veto - Wo oz basi 


VOV CWO) -W(o/2)3, 

Td, Viel, 上 就 至 少 要 减少 o = W(o) -We0/2). 

考虑 区 间 列 u= Cfo tG +s), fatis), il, 
2，…。 在 每 个 区 间 B, E CAD 出现 ,或 者 〈B) EA, ER 
EXUH. 04 (0 BUE LV S7 DP RUPO, (HVCE COD SW, D), 
Here mae bERZmE. BN. CA) —ÓEAHDEE, WISpef. 
(QE DG eK 5) Wi, 1x05 o 0| B, T JE CO 的 解 一 致 最终 
有 界 ， 证 毕 。 
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EAN 假说 存在 李 雅 普 诺 夫 活 画 Vs), HEX Ut 
W,o)(i-1, 2, 3 W(OODEIEXU, Nm 

G) OSV, sO «WiClact)) -Wic[al 0 村 tA 及 
ERER), rR., 


(b oy CRD) EW) - IW uy Ge Xf. 
tt Hjir] >U Y. 


ciii limCoW (r) -W,.(Qr)]2 05, 


WP CL 的 解 一 致 有 界 。 
证 设 给 定 H>0， 不 妨 设 0<H<U， 由 Gib WRA MIU 
使 得 当 r 过 MM 时 ， 有 
2W DSW O +W i (U € 2W(U»), 
PE CD BASG) selt p), fie, heb Ux, 或 


(A) XUPBUB E14 RIxO)DEM, HË 

(B) PEPA Dto & [zit] M, 

34 (B) 出 现时 ， 由 GD g [x0 [RU 不 可 能 对 所 有 1 之 +。 
都 成 立 。 必 然 有 第 一 个 55. E 1x0 0I sU, Y jD] = 
mex |n], WD oM, EDS jD DRE EO, 

党 不 艇 ， 将 有 第 一 个 区 间 Ft:， 2， 使 

[r(£,9| =U, [et j= le], [eO U FEC s, ta 
SAM, 1s) 1zU 不 可 能 对 所 有 tef. 都 成 立 ， 将 有 第 一 个 
>te lG yl =U, TERS 


VEDED 2D -| Wadas) Dlds 


-| IW lacs) jds 


Wr te) + Ws, zh" ) 
—-(WCxCGuU)D-WziuDiI-oW zt 
-W ject) [D] 
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«W,OU)--Wi;Ozdj-zWz!)-2Wq) 
«o. 
AFERIM ieh, Jacl lele] dm GD, A 


OszVtl æl )) sz VC, ee) -F LZ ia CHO D] ds 


-zV(QmÓ)-Wüisxg)p--Wwuzctop 
LW MOW, MWEE AWM), 
PEW (0) e EW M) -W,OMDO + WM), BR 
leE EW WM) AWM) + WM))., 
取 DOH)y=max{M， W^! (W O4) -W Od -WOMD), E. ifi 3 
Cre, RB, jpj uE sH, d elsia] SDH), 证 
毕 。 
XC10723H 26 448977 15:18 8) F XR Aie 
定理 4 KEEPER, BURSRW 0), W GORGE 
HU, dé C 
G) OxVtf, z(o0)xW (xl 17 75, tg, LECE, 1], 
R"), 


(iiy Pat re EW daD, HiS ta 
|z E) >U, 
(iii) lim(W (x) -W.(r)) = +00, 


则 方程 CO N—SUR E. 
当 V 满足 某 种 衰退 记忆 假设 时 ， 现 可 得 到 下 述 一 臻 最终 有 界 
定理 。 : 
定理 5C107 Ve fp dkzEGHEUREORGEPRV (OH rOCOO MEAW, 
Wi, Wa), ERAR: Ce, 0000,00) IE HEZRU,. 1, WE 
d» GEVO, zC EW (|| e 2, £20, 7€ CQ 0,1], R5, 
(1》 对 任意 D>0, 0750, FESSO EMILE Ra, xl mt x 
D, tmÍi48, [x(t') | 20x t it ETIN, 
V(t,z()) «W (|o 7), 
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Gi) Pay) We) HW asda Dto 
fiy, ECE) {> Ua 


Qv) V, ,CGxCOOSBOD, E tor OAIE D 的 解 ， 
(v) lm} 20, limcW (r) -RDW (022 = co, 其 中 hy 


= max(,1). 


出 方程 OO HE- -BARL -ARAA 

证 ”由 定理 4 知 方 程 CO 的 零 解 一 臻 有 界 ， 则 对 任 取 互 盖 0， 
存在 万 (再 ;>0， d (fma, del 'U's XH, £24.) HB, 
læti) = [xt f. f p] D, 

ZiE[Édg pci] bi [x0 [eU, MEMEK, 故 下 设 有 一 
RAER Ela), Bü) A, frfep0, B IrODLBU, 
立 的 量 天 区 间 的 长 度 

由 条 忻 GD 4m, XpdkS- S(OD,2UD Mio CE cma, lee 之 
D, let” 2U, i citat, iai, tS 时 ， 有 

VEE ATW e EE 

HOOI, Xp 2 CWOU)-W(QOD) 1/2870, dgikmomO0, fi 
i>e +m, BDSP. 

FAV, MERSU, Er R, A 

Wir) tW: > WU) (3) 
考虑 区 闻 到 Ds = CE, +G- LE, tg +i Cfi ua 3, isl, 
2, 0, tizm, L=P+sS, 

XHz()-x0,1,,90, Eh E, A 

(A) JKD E2 RE, BR 

GB) Xbpipi— LEL, fE[xGO[2U, 

AUR CA) 成 立 ， 则 或 者 

(A') [acD | «2U t2 1, JOE, EUR 

CA") 看 在 第 一 个 丰富， 使 [z(1*)| = 2U。 

WE CA") 成 立 ， 则 或 者 

(ADD [zCO | REA FG R, ik 
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AD EEB i iL, WE rG] =R EE 
WE CALO Hexe, MEMEH, 4H 
[z(1) 1 W^! OF (RO € DW ,(R)) (8 B) 3-A £2 11 X 


于 是 ， 对 情形 《4 )》， 总 有 | 2 IRB.fH. 

WX CB) 成 立 ， 刚 或 者 

(B') 至 少 存 在 一 个 区 间 CUT, ES, Butt dnm 
SH Jej e t! x2U, dm 

(G^) HESSE IU 1 1 22UIBEIRRICH D, 093, 38 
dB E DOLS 

WRB ) 成 立 、 根 据 对 (4) hit, A 

ECD | EB 3] £291 5 He ES 

ARCA) 成 立 。 不 妨 假 定 至 少 存 在 一 个 区 间 O O, UIA 
OPUS, 61 120010 8 2U, æg] = [x(EC) [ 2US 
U«|[z(f)«2U, t €Ct P, 11720, jo] S 10 20, X ipt n 
ABACBEUO RREO] 2UB—dT mu. ODT HW 
BIKE) = 区 的 最 天 点 

在 区 间 CGY, KOJE, B Pa CDe- iPada 
ODLA 

VQ?) AV Je WU) KW(QD(S -600, 
(4) 
这 表明 Vi 在 cf ,fa 上 至 少 减 少 q。 

EREC OLEOLE, AFS =t OLS RAR GV, 
HVGO)-VGO)p(t - t0? )« pS 20/2, REVE 
CED EO 上 至 多 增加 672， 

Blib. VOD EI 8 5 9R 0/2. 

BFVW, (D), BIBLIA EREA Re CIT E. 
出 现 ， 于 是 ， 必 在 在 自然 数 N， 使 得 在 Ix 上 必 出 现 (B^) 这 种 情 
形 。 

由 上 述 讨 论 知 ,只 要 取 T= m+ DL —N)jtig-T, 
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RI Ct’ pi B, Mgr C1) 的 和 解 一 致 最终 有 界 。 证 毕 ， 
为 以 下 的 握 述 方便 起 更 ， 我 们 引入 下 述 江 号 
HERH, Ca, bR", lxb) -xal A ela, b]. 
EEUN G FEE ERARA rO), ERRNO: 
C0, eo) x R”—L0, o), RAW WR ERRU, LR, n E 
(IW CL) VV eE N Q rH AW ac leE y 
GD YODU, iT| Ls 
GD 产 Grae FUOD] 2590, (D) URS 
(v) AR>R,, M 
U --W,iL-R)-uR« W,(qLc-R), 
则 方程 (1》 的 解 有 界 。 
证 BETR., FERRIE), 
BERM CbE, OG) >U, JU 
OV TCO LV a, re)) ~ Lzra, EIl, 


Bi sCO [coca | *£V(a, z(*))3, t€Ca, 4。 因而 ， 由 于 


x(t) 是 无 界 解 ， 则 存在 序列 (5.), (E Q(S,, C$) -U, (n=l, 
2, =) ES, >in), 
因此 ， 可 以 找到 1,0 及 RBR,, 使 Ole =U M 
jep KLAR, HD ra) 之 无 界 性 知 ， PERA tto, dE 
[z(1:)| =L+R. MIF Æ tito, E QU, xt: >U, B 
QG 200) 2U,f€ Cis tale WZECH tl b, A 
Vaso) HFG, s| 2 - pls, (01, 
所 以 
Wot Vt ITO EV n0 — [nts tI 
SOF LI FW Mr — ejet, tl 
<U +Wa(L +R) -alatti tl, 
Iu JL LEMCP 有 
W ,(L-- R) szU -- W,CL c R) - HR, 
XC OV IB. um. 
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注意 ， 条 件 G) 实 际 上 是 一 种 衰退 记 包 假设 ， 它 要 求 Y 对 区 (六 
的 依赖 性 强 于 V 对 zx(*} 的 依赖 性 。 

定义 3 称 纯 量 值 泛 函 VOO 为 一 致 正定 E 强 渐 小 的 
(decrescent), TPIEXESEPBNBEÉO.W, C0, co) x R'—C0, 99), B 


函数 Wi. Wo yeSnuREfEWE aD Ie, BA 值 PEE 
Qt,.W(s,z(5)), aCt) ssi OO UL T Hom« 1, ie. 


G) We, z(DD SVO, OJSG, v0) JI, Wo, 
z(*))i | 
GD J, W (s,s) jem sup W(s,z($)); 


LEETE 


did W(x Wt ,2)szQCQU m) WC xD, 


JEIRTOSD rfr dE AEE BRIAN TER MEAITIS VG, 
xz(。)) ,满足 
WIT) EV Rr EQ T Hm sup W(s,rz(8)), 
mitius 


ji'peGDO mex dS. mel. GEPÉPZJEIEGU. dé 
Vua CUGxOGO0 x0, POCO GSU, 
则 方程 (1) 的 解 一 致 有 界 。 
证 对 给 定 的 HH>>0， $REIXRIED O0, (E340:,20,]9] tt? 
<H, ttt, etp) «D. 
HE0, # lei U's sH, Mte, n B, WO.) 
Wie D xW.OD. AMW, (H) +U, i . 
U tmM-—M, (55 
BUFOC, )mWi(z), WW, U, Vos GON. 
HA. RÁAQUEHIARGUAG FREU. Bm SER. 
Hirit) = rlf; ap), mA 
a) WELMAN A tet RM, RE 
《by RESA Dt, EWO a) -M, ER, FE 
M, EQG* (ELM, 
4 wir, WRA 
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(5,9 QU rG TUR BUB £2 1* Kor. RE 

(b,) 存在 第 一 个 行人 > 后 ， Pad dU 

E OD) mn, WEES iG DE), EWE xODRWLC, 
zf)) 在 Ce,f1] ERARA, MANES fme, WO, 
W(£,z(t)) 

车 不 然 ， 则 存在 第 一 个 在 f1 后 的 区 间 [taytsl， 使 得 OC, 
Xt) 2U,W(G S ,20,)) AWA, D), MEREL t E, 08 
Wt £C D) mW t,z(t)),QG,zxit))zU, 

但 是 ， Elta S1 E, Veo GG ECODSS0, E HE CO LAB 


Wits,T VO. ro VG S802) 
eU +m sup W(s,z(s)) 


gif) gef, 
eU t mW (£,z()«cWül,z(i). 

XX IW Ct, 2000 Wa anp. 
Hk OD RE, WO, zOD0 s max W(t, nf)) 


zWüO,z)., 
EH. SRADRW C. «(DZER 
HELE, Vases, W 
了 (YY 
«Qo, e(qt)rm sup W(s,z(s) 


Le LE 
xM-mM, 
BEDA, (b. RER, WO, «M mM, 
IREO O, HOC GD SU Git, BEES RE, 
六 过 和， 从 而 
WiClzCOD DxW ,z()2) «VG z()) 
VO, zo) 
Ott, rett) + m sup W (s, z(s)) 


«M mM, 
显然 ， 若 情形 GO Gor, WWO, <M<M emM, 


: 2o8 " 


EIk, YEBPA TUE B. HUN 
Wr OD DEW LH) EMM), 
ECC [zDD [WI ORG +m D), 
ERIM, MP 之 选取 仪 与 HH 有 关 ， 圾 上 式 说 明 方 程 (1》 的 解 一 致 
有 界 。 证 毕 。 
pi 考虑 系统 
&(D = Ast) [C0 nscods + FOD, (8) 


其 中 4 为 稳定 x xni E, COL JE nx n MERRE, OsSut 
«oo,F, L0 oR Ek, [EFO Sp 
BERE, WEK, A, r FEX 
ATB + BA = —], 
[Bx| KLB], 
[x| kL Br]? , 
CT Br]! *zrizxi. 


如 果 存 在 me, 使 | 1CCw,s) [dudsem;, PEPO, tk- 


.K (^ ICQ i) |duzd, WAR © 前 解 一 致 有 界 。 


2kr 
证 XX 
VCf,z(*)) = (aT Bx] 2728 Ciu, s) iduci Be 
(ds, WÝ (e, rO du. [Cwu, t) duJ[x| 
+K|F(t)i 


-2Rd(xTBx]'? +Kp, HrB[FOD)| P, 


HON CET Bx 1 KP/2hd UR, V (ac m0 x0, 
4 QR) = 信人) = ExT BL ur 


IC W G0) = K/r| [1606 2 duca y Be 
G)ds, MERT 的 所 有 条 件 成 立 ， 故 《6)》 的 零 解 一 致 有 界 。 
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X4 RVE p— Hgt., ULl0. WV 为 第 II 型 健 
ER, AIEA RD>0, T>0, 存在 5>>0, WAW, zODD XR, 
PCQr,00) Q(rG )) - USA CCP 12 R 1T 8) 


时 ， 
TO WO EOD) em sup Wí(s,x(S)), 

车 5 与 T 光 关 ， 则 称 V 为 第 UU 型 一 到 健忘 的 。 

定理 85100 设 Y(t,x(。)) 是 第 DI 型 健忘 的 且 满 足 定 至 7 的 一 切 
FIFRA aG UB, Pontre Lo RRM, 
MLLI, U+tmM<MM, MHE O 的 解 对 充分 大 的 了 满足 
W,z()«M/m, bih, AVEAU- REER, 则 方程 (1》 
Buff D-M/m— 3 & eet R. 

证 BEETA SUR WR. yrODGEÉCOBHE,.uncT 
Q(t, z(2)2U B, Vit, z00)«-0, 我 们 知道 ， 一 定 存在 
Eit, EO, wt) <<<U, 

HEREKE s, fal HEOC 2D =Q Ga, r0) 
=U, QU, sty) >U, t€0,, 14), Sup W(s,2(9)) = M>M, 


WÆLEta; s] E, Fio, mOO0x0, AAH 
WO aV, LODEVE, Zr)) 
Urm sup W(s, z(s)) 


ILE 
«U4 mM «nM, 

一 般 地 ， 者 [iy， TEM JÉfE GE RC [?;, fs] 性 质 的 区 M, 
fi», WWO, z) «mM, Bg WO, sD«mM, RE 
FIT 

Hub, ET-4, R-M, MHES, EIA f. 94,95, Q 
G, z(f))mU, iC€[t,, t,]HQ(,, x(1,) =U, Wl 


W(t, zQ))mV(O, sl) VO, Lr)) 


aU +m sup Wis, z(s)) 
lsi 
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xU +m M) «imo M), 
REm MM, 

照 这 种 方式 继续 下 去 ， 我 们 断言 或 者 QU. 000 RARR 
小 于 U， 或 对 充分 大 的 使 mUMOM, m MM RLR k, 
WEF, JRM, uje^M — M--0H 

O« mL M— Mj = m M-mM«M-mM-M(O-So, dk 


m*M- McMQO- M/M, BIm* M «M «MO - m)/m- M/m, 3X 
HEIRAT MA 
Wii, KED «Mm, 

再 证 一 臻 最 终 有 界 性 。 

HERI, FE, e) k, WO,zC(GDD RR, WEES 
WROC, z(O0) <U 在 某 一 长 度 至 少 为 8 的 区 间 I 上 成立 旦 然后 在 
Cioe HE, QC. zODORSEIUBI, WA 

Wii, eDV, wee)) 
ZC, z(1,)) + msup W(s, z($)) 


xU tmU AM, 


从 而 对 以 后 的 +， 总 有 W(t，x(1)) «M, 

HHO, z(OD)mUB, Va, xo) «05-0, 我 们 知道 
车 |z(H1<R，FE[e，c)， 刚 存在 数 7， 使 得 只 能 在 长 床 最 多 为 
的 区 间 上 ，W(ft，z(1)) 保 持 比 U0 大 。 

可 以 证 明 ， 在 每 一 个 长 度 为 + 5 的 区 间 上 ，W(t，2(1)) 的 
ERAR Rym Ro, düh, fm MM, Dot ita + 
ROT SI 时， 有 

W(t, z(D)sM/m, 
ifs CLOS p — SOR ERG FR. E, 

FAEERE, def13518dbsl] Volterra 积分 微分 方程 

PEE 
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例 z ”考虑 系统 
asana | Ce, s)jyQ(s)dsa PiE, z), "wi 
ROBA, CPHL, PC, m):ip0, eo) x R"—R"E H 
PCI, x)]/1g1o0, 4 |r| o BIXCPO— 88 E 
WB, RQK, r, p, Up FGE X 
ATB- BA = -1, 
[Ba| <K zT Be] 7， 
|e 2hr Ba h, 


riz| ee Bel’?, 


g-K| lC, 下 | > 0, 


bit, s) Kr Pica, Dild 连续 。 
REEM, (BXIRILeO, fridgpSO, E4 TIBO, >T +S}, 
(R/u) fea, sids « f, Dt, Ddsem, 
0 T 
刚 方 程 (7) 之 解 为 -- 致 最 终 有 上 界 。 
证 dEVO,eC) mE Br] e K f lee, sitze] «ds, 
出 对 某 合 正 数 FF，d>0， 有 
Vat, TE +KP, 2)| s 0,5 CO ZU, 
EU, WED sk/r [160 dup G)Bz)11 ds, 
n 1 
则 x( [ ice, s) |du |zs) |dseICf, Wiet), 其 中 
We, 2) -W(z)zQ(f, m -[z'"Br]'/*, 
YTRA ECT, ODEGHIT-s WWG, xU, i 
R&(R/Usup Wiz(s)), p 


JC, Wizcco))) 
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-l'ec, s)W tz(s))ods 
T I 
<Í Pct, s)Rds EZ f, OWC»ds 
«R f ea, sds + jsa, S)ds sup Wiz(s)) 
L] [LE 
T t 
«tav» | Pit, syds+ | dt, s)ds] sup W(z(s5) 
0 T PTT 
em sup 全 (CTS 
Terst 


则 定理 8& 的 一 切 条 件 均 满足 ， 方 程 (7) 的 零 解 一 致 最 终 有 界 。 证 
毕 。 


$3 无 穷 荡 滞 泛 函 微分 方程 的 稳定 性 


无 穷 延 滞 泛 函 微分 方程 的 稳定 性 理论 与 相 室 间 的 选择 密切 丰 
关 ， 这 时 我 们 介绍 JT'Kato 引 入 的 容许 空间 概念 及 容许 空间 上 无 穷 
延 洗 泛 男 缴 分 方程 的 稳定 性 理论 。 

1. S VERBI 

WOO E CPC oo, 0E BR" —— (CHRIST PEE SS [89 TER 
予 了 半 范 数 | ixit 

X.-(6€x: éGYTL-1, 01 EXER, ġa € X), vz0, 
Mop o6 表示 定义 于 Co, 0).b RU 一 值 函数 其 定义 为 
$,(5) = 由 (TS) - oos ec0, 

EU 称 空间 (其 ，j| xz) 为 容许 的 ， 如 果 对 任意 +*z0 及 


GEX., WE 
(i) $ó cx, RéocbrES8,. tep-e, 0], 
Gi) MIELI lsr) supi (s) + MCOT- lx 


Ubi 0 是 个 常数 ，K(s)，M(s) 是 连续 丽 数 。 
称 容 许 空间 (X,j ORR Sel iz. # KOKA 常数 ， 
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limMcs»—-0, 


HIESCRT PUB HL, Fx VEREN, 020, MEN 
Ka Dx BERW, XxRIOUx, sup. élus 而 可 "也 是 个 


Fiam, RER ELAJA = t6col. 
例 1 UCIER.: 4h +o, EUROTD-h,0]EXSESQE 
e Mäh = + ce 时 ， 所 有 于 ( e, EE, fim e**e(s) 


TP E BO ER C e EOD II. Te Ci rn i SC OE o 


|eler- sup e"*lecoj, 
则 (Cf, Ple rær iR]. 
B2 VIMISORBPHT(O-h, ERI, eleo hF Ch. 


01EBUBUSBUKO MIR MAR Gr, pochat, Qe «ca oo dk 
MY 上 定义 半 范 数 


elt = Iecode [^ ereo las, 
WIOMT, [ehe AERE IST, 


ERRARE, RNJAMTEXA< PASY 是 两 个 A 


FER, PRERE, EJER CX, AeEY, Hodel:«v 
-lp ie WMRX<Y, 

由 (二 ) 易 证 对 任意 7T 宇 0，X, <<", 

对 以 上 两 者 给 出 的 容许 空间 ， 有 如 下 简单 的 性 质 

G) iy 0ÓXmhcoode, Ci, M1 有 衰退 记忆 ， 

di) djh«co, MAREM, CI-Ci, MI«MT, 

dii) Zy8, Wjci «MT, 

(C) GEOxAs«Rhsoo, MECC, MIAMI, 

2. 容 许 空间 对 中 的 稳定 性 概念 

设 X 是 容许 空间 ， 考 虚 泛 函 微 分 方程 

Ht) = f(t, m) e» 
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HHR X> A YedR. f 0, 070, 

首先 我 们 叙述 方 竹 (1) 的 零 解 在 容许 空间 对 (X， 了 ) 中 的 
各 种 稳定 性 定义 。 

定义 2 HAX, lbo, O, POAR, X<Y, KF 
程 (1 ) 的 零 解 在 (XX，YY 中 

D BE, EAHEPO, 60, FESC, 6)00, b 
DR, lenea, 8)] 时 ，||zily 之 Ee， 其 中 2 是 方程 1) 定义 
Fiet, Eig 

GD—EOSGE, #0 hät AR; 

GDAGERE, FERE, HIHER 0. FEJ 02» 0, 
fi 94 [x eO. CHO, Tim je lr =0, 


Civ) 等 度 浙 近 稳定 ， 车 它 是 浙 近 稳定 ， 且 GD 申 极限 
lim liz,» = 0 对 fs. le c0. CH BOR sr 


(YJ) 一 致 浙 近 稳定 ， 若 它 是 一 至 稳定 ， 且 存在 0,>>0， 使 对 任 
意 2 汪 0， 存 在 T(2)>0， 使 当 [ 守 (4,1 fo+T,， lm dem, 
trl «e. 

定理 1 设 X，TYeti=I，23) 均 为 容许 空间 用 X.—X,«Y,. 之 
YY,， 则 ( 芝 ,，Y,) 中 稳定 性 北 合 (X,，Y,) 中 相同 类 型 的 萎 定 性 ， 
KRERCOX, X)mgoE TESCO (X, RO RAE., Up XERE 
jos, (OX, ROPREEASX, K qGH BIS npe TE. 

证 ”我 们 以 渐 近 稳定 性 为 例 ， 证 明定 理 后 半 部 分 。- 

AXR WHW, WarxkeMI 0.0: 

M(s)zM;, s0, 
BODPEPER-TO, R) piat HEt, f,20, H 


在 0E (6，587-)， 使 当 kr.x<0 时 ， 

[eC | e/a KK +t M1), ESH, 

Am elsk sup lecs) +M, lz lx 
站 mc 
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Ke 
ee M e 
SK M) +M öce, 
Mureo0TOX, DOP PAE. 
RRO,C1.02 = 0CH,, D ,WB [d] x0. C. Bf. lr hx <<1 。 对 
任意 es 0， 由 xz= 0 在 (X， 可 人 中 之 渐 近 稳定 性 知 存在 T>>0， 使 当 


iSt, +TH, LO 取 T0, dé 当 fT. 时， 


MO). WifmieTeTuM, 


le lk sup [x6 e MCI nnd 
XKt LIS 
Hoe-0POR, DO PARRE. wb. 

上 上 述 定 理 讨论 了 在 (和 ， 杰 "中 稳定 性 与 在 (万 ， 蕊 ) 中 稳定 狂 
的 美 系 ， 由 此 可 以 看 出 ， 在 有 限时 滞 情 形 ， 这 两 种 稳定 性 是 无 莽 
别 的 。 但 当时 滞 无 界 时 ， 这 两 种 硫 念 并 非 一 定 等 价 。 例 如 。 当 我 
们 取 互 为 (~ ce，0] 上 有 界 连 续 函 数 空间 , 并 在 其 上 定义 上 确 界 范 
数 时 ， 方 程 (1) 的 零 解 一 定 不 会 于 (X, HARRE. AEM 
于 ,对 方程 (1) 的 任意 非 零 解 2), jelz=_ sup [z(f 5) [290 


( 当 1->o0 轩 ). 

了 .容许 空间 对 中 的 究 定 性 定理 i 

我 们 先 介 绍 儿 个 研究 (X， 本 中 稳定 性 的 比较 定理 。 — 

X3 EXTA, 9) PEX- i>r} EREHE 
VCt, 94 T), tz0, XIOUSEJRREUCA ED. WEWE 

G) eCleloxVO, ve, 0, emi. 

(i) Wit, Pit) bt, t, lelx,-.2, APERO, T, r) 
TEAE'xR'xRB' LF| jerk xmi. HOC v, 00-0, 

VG, 9, T 沿 方程 (1) 的 导数 为 

Va; pr) =sup{ im V6, fy VCE, paT) L 


pcd v0 s-t} 
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DA sorum bacs dates oT rri ed a aere a cle ad 


Hopzecs229 27: CO EnS opt, Wi sup" yk Et— EU XX H8 o 
dps m Bruce. Seda mobpuin iud. 
(L) FE (ORC? LEER BEER LOG. s. 5). Ar HEW 

Lt,s,0)—0, ACR EBS3ESEIUBEO CU, 90, WADE 

CD 的 任何 解 x(s，， 满 足 
le xLC, s, jel XO E lE x (tft, S £2 
CHEJ 由 第 四 章 所 介绍 的 无 穷 延 洁 方 程 的 基本 理 沦 可 知 ， 若 

《1) 的 零 解 对 初 值 问题 是 瞧 一 的 ， 则 条 件 () 成 立 。 
wL) q:ECOLOB, Lit, s, OHG, DAE 

L(t, s, r) - L(t£—5s, 0, r), 

d.i, 38)= d,0(E —5, 0), 
(F) FGOX R^ b ikRJEMUEKSR,HFO)-720, (08D, 
(P) Bt r) P R*x(0, œ) 上 连续 ， 对 r 非 减 ， 上 且 满 足 


pt, rr, limpii, r) =o, 
Ee 


(uP) 在 P 中 ， 假 设 4Cr) = :—- pO, OJRIE RI E 13536, 
容易 证 明 ， 在 条 性 (P)? 下 ，cf(f 7?)= sup(s pis, r) xt) 对 
rE, cG, p=, H 
D, =T, BEROI, F), 
下 而 的 定理 2 至 定理 4 引 自 次 [i108 
定理 2 ”假设 
G) APELE, 
di) 3gd4edE REM LRV G, p, 7)，7 关 0 满足 
Vat, yy Oso, VIG, P D), 
MVCR, p, T)7750, DO, VOR, p 1))—TH 
V(s, Pa- T)«V(H. Py T) MsCEpQ, Vit, 9 
T)», t], 
Hope, DOR)? EJERE, ect, =op s dE 
(P); 


(iii) 纯 量 方程 
gity-cott, y» | (2) 
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的 零 解 是 稳定 的 。 

则 方程 (1 ) 的 夫 解 是 于 (XX， 下 中 稳定 的 。 

证 SO Bt-r020909) HERR, YO =V, 
XT), WHERO, Aesaat Wii, EÂ, —-Ó,.(T, €), 
O«d, ze, dE y 20.BRb. dy 

B yC, T, Ya) ZE, EST, (2 
Kyo my, T. YOA, YORKER RIR. 
TE, >0， 存 在 9>>0。 人 使 得 
sup sup PKF, t, L(s, T, O)) O0, 日 


yudugsir,DBa) res 


ðs inf da(s, T), 
1 


zaair, Ëa 


又 根据 条 件 (B) 和 (L2?， 若 上 -kz<9 tE, o, 0,53, W 
Vas, vy [m xr) 


bC, v, sup I Ge, os Tbe? 
一 《一 下 二 和 号 由 


xo, T, sup lee, le 
sup et, T, lr, lx) 


«sup e(t, T, L(s, t, le, ESPES: 


THEE 


注意 到 ( 3 ) 式 。 有 
VOD —uOD, t€[v, oT, dJ, 
下 面 我 们 证 明 
VO), f, (4) 
4, n=l, 2, 0, S JI 


$=, y)+ L, yT) =p, 
的 任何 解 ， Wlimgys(t) 0D, #7, 


MERER. BE (4) 式 不 成 立 ， 则 存在 t >or, 0,0, 使 
VODY). Bir AnA AW AVG Ys MPR 
非 减 ， 我 们 可 找到 tf, E [ocr，3,)，#,1]， 使 得 

| VEEE Yta), VCOHOZVOYPsBSECUS, 25,1, H 
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VO) EG) = Ola, Yalta) t I -e(5,, VOS) 


1 
+ u (53 


AH, AAV) > 0, t,z0(, i), Plia, VY) 
hits, Or, Wy HVODVGO,), HECKE, VE tals 
BRER dD, A 

Pet Ola, VOD, 
SIE. MUORRE, AAT 

aler lp Vet)eesa(m, dz, 
EFE lecte, flc, dV. 

定理 3 在 定理 9 中 ， 补 加 假设 (UL}，(UB) 和 (UVP) 成立， 而 
且 (2) 的 零 和 解 一 致 稳定 ， 则 方程 (1) 的 零 解 于 OX, RY HR 
定 。 

证 在 定理 的 假设 下 ， 显 网 cft， rp = 了 +4(r)， 且 9, 61 可 选 
fiir. B 


sup sup b(£, 0, L(n, 0, pA HE. 


本 性 genza4(2u 


ða inf dfE，0)。 


tty 


其 余 证 明 同 定理 1。 
定理 4 假设 
G) 条 件 {UL) 成 立 ， 
GD 存在 李 雅 伍 诺 夫 函 数 V(t{，yp; T), YOUR AR TEOUB) 
BE 
Vat, p T)s -ot, VCf, P; 1), (6) 
Vt, qa, T0090, DOR, VOR, q, TFT, H 
V(s, p, TEFC E, yy T)) 
对 s ELPCt, Vtct,os TY), 11, 
Helt, n3)? EüBgjdESOGESEENE, ect, 00—0, Tapcé,n 
和 Fr 分 别 满 足 条 件 (CUP)7 和 (FE)， 
= 279 。 


《iiiy WERE 
(fy = aH 2) a 
的 零 解 一 禾 渐 近 稳 定 。 
WORRIE, Rp -RAER E. 
证 hcin, YüfEÓQD ORTQUDIO, WHr 之 0,0<< zi< oo， 
有 
[z0, vt, z,)! < ft+To(), (8) 
XERRI S0, TfÉfg0,0, QE 
sup sup b(5, 0, Lit, 0, 0,)) x0,.H 


OE pand Ilé} 


Od,zx inf ð (Ë, 0), 


gpuaceq(. 
90: lm. cd mt, ON 
Vit, za TD FECT, t d(9,5], 
出 此 可 以 证 明 
V(i»2V(t, za TOxÜ,, tct, 
WAE, AEDST), EVE, >da, MARE, ET 
a(0,0, t,], E 4 V(Ct)0,, VCt2220HVCGO V, Hg tELT, 
tzl ER Pe, VGCODIP.,. B) ST, B VV EF 
(VDE, VO), tl WAV (0,00, AL 
现在 证 明 : XHEdpUI0CHBLOD,. ETM 0, 4 lje, lx 
三 01 于， 有 
Vif, zi DEN, tr-TOD. (9) 
4 a= inf (F(s)— 51720, FmHA a n+ mazo. 958 — 


个 正 整数 。 ji C, - n0 n0a(n- 0, 1, 2, m), o; = OCT 1, C4) 
-T,acqOC. 0), To 7 T, T; SOR TiNa 


首先 ， 我 们 证 明 ， 罕 在 tf, E[o c, +T] 使 


VF Cai, (10) 
假若 不 然 ， 则 成 立 
Vit)ymC,, X—Ujcio,, eir TW], (115 


Bib. Sisctr, f], H 
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F(VCt) ym VO) cam 01 taR VO), 
因为 fo =el, Caa D EKE, VOD P, C0 T, M 
F(Vtct ))zV(s), EELT, OG, cr TQ, 
SARPRGD, dH 
V(fyx—o(t, VC), FELS, d +T], 
Ki VGDszz(d, Gis 2), $€[0,, 0, c T,CID], 其 中 
Zz,mzV(O,,. mz. 4f1)«0,, llzCf, 0,,2,02E& CD 满足 2(01) =z 
右 行 最 大 解 。 RAGA Aa’ A 
jz(£, Oi, Z |N, (RO, ATA) 
由 此 得 到 
V(o, c To (DO «n, 
男 一 方面 ， 由 (11)， 有 
V(o, -TQ.OD ORC... m1, 
SEHR. WODARZ 
其 次 ， 我 们 证 明 
VOMSC.-, HAt, (12) 
ERER, MWEE >t, WYG C2, HV (0*)0. 但 
E, HAt t>o, €CQa0. 下， 有人 
T, H 
FVE Vt o e a20,2V(S), scr, £,*], 
按 定理 的 条 件 D. MON VG, <0, BAFE, dk 020 AB 
证 。 
将 比较 解 z(f， Ci, g HERO, Ce 2), 利用 上 述 同样 
的 方法 可 以 证 明 
FOOxC to +T OD, E-2, o, m, 
其 中 ZSV Oks Xu aT) Os, 
在 进行 Mm 次 之 后 ， 我 们 得 到 
VEDEN 4i ATON, 
HP oreTOGD-oQ-TQCOD, 且 TOD = KCal Ca 
iss 证 毕 。 
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例 3 ”让 空间 C+ 小 考 虚 纯 量 方程 
(ft) = -ar() batih) + | yt, s, wet+ Sdt, 
(18) 
Hope, b, hika a0, bica, h00. RIG, s, x) 
连续 ， 且 满足 


]gCf, s, x) [Smees)|rel, 
其 中 | mcoodsca- ll, [mcer tdsecos, yl0, (14) 
ju 3r PROLSO UAE ECT (CL. REMOTA GEL 


证 ”由 (14)， 我 们 可 选取 常数 PP 0A (0, œ) 上 的 连续 函数 
qGO, Wr, qi x - haro, B 


a~ |ó] -paf mss -070. (15) 


Er 
a mee "n dsscóri? (18) 


Vt, 9) 7 9?!QD, WE 
Vas z,)x—2xr'(1)e2[|b5! Ix(t) | | zt  h)1 


«2e 1p m(s) at s)|ds, 
jdVCL)- Vcf, x), MH15), GO, 18 
giF iiy) 
f TS |xC t s) [ds 


, otVeryy 
=2 hide: | m(s)e-*'ds 


stF ét» 
<f m(s)e-"''ds 


me 


x6|zxQD], A mler ER 
而 ?| misler e s)lds 
QgUECII) 
n 
«p | " ms»iact )|ds 
qt "Br 


+ 782. 


«ert a| ; m(ssMs. 


REXVOO«FV() Gsep£eqVO)D, ile Bb. RPAH 
Fasli, eg)«x-2(- |b|)9*(00 + dp (0) 


Q 
raro | m(s)ds 


= -Op?(0) 
= —óV(1, P), 
AXlelers1, +VGG, 0027, H 


V(s, q, .,)&FV(t, p), scit a(Vct, 90), F], 
因此 ， 定 理 4 的 条 件 全 部 济 足 ， 故 允 于 〈Cz， 酝 ')，(13) 的 夫 解 一 
RERUM EE. 0109248339] CX, Ro 中 渐 近 稳定 与 等 度 渐 近 
稳定 的 比较 定理 。 
定理 $ 假设 
(i) APEL), COD, COH 
《ii FERRER WARR, p, r), TIO, HER 
Vau, y tos —w(, Ve, p; T)), 
当 VQ, p: 00220, pO, VO, p; TDT, V(Gs, Peas DE 
FVG, 95. TT)) 对 所 有 5 ECoG, V, p O), Ra. 
Hopect, 门 为 (R+): 上 的 非 负 连续 函数 ，w《t+，0)=0， 
WAD 纯 量 方程 8(t) = 一 w(t，z) 的 零 解 稳定 ， 且 存在 常 
30,20, EIERE 0, 2,20, 2. Et HEEG) 9 一 w(t,2) 
xi. zB MEC fa, 2098 
limztf; ig, 20)=0 
Bl, XIESCDOBUGEBETP OX, Rp yni 
X&(iv) 纯 量 方程 2(1) = —o0, 2) 的 零 解 稳定 ， 日 存在 党 
306.720, HAHEI m0, 800, FETO, 00, Bez 
Q0, z,«0., ti tTO, DJ, z(, f, zB, JRO) 
BUARALT OX, Ry ERARE. 
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3E 107183 El Le i—i vETPEZS [Spip RACE HE RIR . MF 
ARS bGEdAGESEGAAGEXAEAS,. dac. Eier, HIM, 
amt, 

31 RXRA EE, Ert, WebpiEixTD OG. FARR 
070)7&0C , fEXHLIEOCX,. FOWE: 

Gs ~t| ey, SEEC =E, 0JBf, $6) -é0D se, 

(172 
则 有 
mL{tEC-t, 03, lé, x8 le lx Y 12 eC lb o) 

HopmoAo32AC Ri Lebesgue Hz, 

dE BK, M, PENI 4K = sup K(s), M= supM 


Dburwer 


(6, BócX,, Widsiügaonu e Góc. 且 对 所 有 + GE 
E-r, 01, diléC D l e/2K , W lih, |xz76/2MX9Bp£i £c E - v, 01 
成 立 。 另 一 方面 ， 若 对 所 有 s€t-cT. 01, léCs]z5/2K, Wi 
{17) 式 得 

lect le/4K, ET=Ts -Oe/4K), s+ Oe/AK)IN Cc t, 


0J]， 因 而 吓 之 he/4K，tET。 48 min, Lp, ace) min 


(v, Ó(e/aK))y(xmEJD, WMSE. WE, 

FARO), wODOS Ur, co) E 3E ffo SE pL (02 009 det 
Foa C XC EDini Er, CE, r aR x 县 + 上 和 非 负 连续 函数 ， 
BXTrdEpWE, dedEcC OU, bereet), fz0. 

汐 方 便 起 见 ， 我 们 叙述 一 个 平凡 的 结论 。 

引 理 2 车 (P) 成 立 ， 刚 cdi:r) = sup{8，p{t3,7) 志 二 关于 rf 非 
WE, oG, I, BHizt), 0 时 ，BtrETe。 此 外 ,我 
PITRE; 0， 使 当 区 于 Dt, e(0,80, v] EER, 
(DAET, v), 


RET, v) = minisupou(s) ;1} 即 可 完成 上 述 引 理 的 证 明 ， 
引 理 3 设 缚 定 + 庆 0， 且 设 当 Eo pv) ) 守 ?Tr， 且 
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RASE, UE, 1), fuco «PFvciy ip oc s- web, 
则 我 们 有 

(D VDS OANA ETR E, 

cii) lm v(t) 2 8708, lim v(t) - 8, 

(HD lim v(Iy-0, 则 人 wcodt +o, 

证 (oeger, v) B0, AREE >r, fu oA, 由 
8] 3i24]f.7o0(1,8. WYE ta ELOT, B), 1,3, BroCF O8, 
efo 且 对 所 有 EE, i] v mv. 5$— 7j H, 
Plia, v.) SP (a, DT H OSUU D SFO), 
EEEPC, vCE,D), 1,1, Wecéooso, Zr. 

(b) EBSO, TRAS, HE 

BeesxF(8- E), B—270, (185 

Tilimev(f)-y«B, Wide«B-—v, np XB, 0.0 


DDES +E, P, 
HiimoQH,Be8), VCE Bse, 9(E)20. Bloc Beesx 
FA = &)e;F(v(f;)O CL i; t2 D BP, uta Rt: 8-6) 
Ii AAAH EAT LS 
Ce) Bhimo( - 870, Ht. ,1s， 使 当 1 R, o0 月 | 
«e, folt, B-E), KupecOWDEOS, M, WAGH. A 
O0 —Ww(D, m. (195 


Eocho, wH) =0, ae 式 说 明 | wendt«c eco, 证 毕 。 
fib. Hel, wd ESIE ZAA, M FAE ML 
(D XXpffepoct1, Pl-y70, G>0, ET, {E 
f wdra RÆTT avult) >y Pie, +T] 上 成 立 。 
(20) 
则 有 limo(t)=0, 
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(Gi) XEOHEd$g6—0. dpXkugEmO, E00, SOOO 

mise Tt- nie), t]; wOG)m5G»O)]25GDO 0H wit), uct) 
=e, (212 
则 limv{ t+) = 0 或 limwt(i) = 0。 

DEI) dwOD-o00,90D)0), WIkfECOO EBEF 

| eoa. (22) 

推论 之 证 骨 〈i) 车 结论 不 真 ， 则 由 引 理 3 之 ( 直 ) ,有 limv(1) 
=8>0, AWiicfs,je0D-8[-ceH(OS XN. WA, 
ED 的 假说 下 ， 取 与 = fs， 卫 = 有 +e yoB-86, G-2e 对 应 
AJT, m) 


E g 
v 0e T) -| E wa dee ee 
fa 


-1 w(sMds« Be 


xt lo(,-T)-8]«8— e TR. 

(D Wim w(550, limo(f) = 820] dgfge MARUF 
FHS, PEWO me, PIPESE, Ssi NE), S Itat 
JOE MEC PES: 
E03 B, 从 而 当 lim uit) = B0B, 必 有 limw(#) = 0。 
证 毕 。 

引 理 4 Hir ETOR Hp, oE, 000) 0Hj, 900) 
<w), Uni 

(i T 3Xx—67»0802,2o(,6), To pse, aps £m, 
B. u E&E, I 

GD ZpRfBOO)mGr, Wr E—d fE4ECTT, BO ORG 
ORT, Huile Tg, (xe. 

证 e» BETR, WFE t., d v(a) >e, DLE) 
0s EIER}, pO SUC SpE IT, $ 
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$C.) — wCt <0, PR 

(di) XJjo2o(z,0), l2 B(T, v), y=8, G- Bir, v), IT 
=T, e) WE (20, WIT,-T(,e)-20(7,5) — 即 为 所 求 。 事 
S b, BANA EL, e), T+T], vye, Mpt, oC2)) 
per, Djyp, Ga- wt), FARE gece) 
«BO, v), RiR 


t+, 
f ， wCODdtxv(a(r,e)) —o(r +T BO, voe, 
F irt} 


这 与 (20) FA. Bib, Et, Clo, E), vr-T,1, Erdos 
e, AAO HB vse, EE, 

定理 6 DRY, PEPR HORE AO ERR (V (1,6610, 12-0), 
Ti 88083 3E 3E PESE ERO W (1,05. t), 5 

(e) V(t,dy 11750, 

(c,) POF VO, DB TBT, 

(032 VEOs, Bs T) & F(VCt o, 1)) S C LPCE,VCE Ø; 1)), 0] 
时 满足 


€) V a C, 65r) -WCt, d 2), 
其 中 蕊 瑟 门 玉民 分别 满足 条 件 (P7,(CF)。 

则 方程 (1) 的 零 解 于 (了, 了 ) 中 稳定 。 此 外 

D 在 下 述 条 件 之 一 下 ,方程 (1) 的 零 解 于 (X,Y) 中 渐 近 稳定 

(HD O9TE RECO LEGERE (OD, o0) SVO, t), wa) = 
W zy t)lg GO, 

H2) FERRAN Ece YS. BICI OATSRN, WOtó, z) 
z c(ilóis. 

GD PERPE), Ce) FAR TECC IR E HUE S4 GED 满足 时 ， 
方程 441) 的 零 解 于 (和 ,了 ) 中 等 度 渐 近 稳 定 。 

证 DRHE MAI = 出 发 的 解 ， 记 2 站 = Tt rs 
C, wH =W, T), 显然 ， 对 任意 5>>0， 可 找到 00, fE 

Oinf QUO B 


TT 
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sup sup bCs,r,L(u,vT,0)) «6, (235 


fud ru3xClr,) 
WH Ed ELT o,e], 
v(1)xb(t,c, EAT TED 


A sup PET KED 


—(t—r)s $4 


« sup b(t,t, JEMES) 


-osup bitr, Liet, O «6, 


Aiha Oai rif, cose, RRR CO 的 零 解 于 
(X,Y 了) 中 稳定 且 在 (H1) 下，(1) 的 堆 解 于 (X,Y) 中 新 近 稳 定 。 

BOHIDEHER. BEHÁCOIEN, wr 满足 ODA, Hp 

é)-r/N, MiinslzgiamedEANO—0RoCaO', E 
mp(scr!—1,£nh |2,|e2280z,lieM1zeoC|z d, 

即 mL{s ELt- ,tl wGOoze(8lzily)12»(Clzl». 

因此 ， 推 论 中 条 忻 (21) 成 立 ， 其 中 (2)=]，&l2)= ele !C8)), 

£(e) 2 p(c ! (6), Hope!) = inf{s eor). 直 由 推论 知 方 

程 (1) 之 零 解 为 渐 近 稳定 。 

出 引 表 4 种 (过 ) 成 立 。 证 毕 。 

定理 7 paeh ORAL), DRAB HIG, r) 
-feqGYXxE, PRATE, WIPERCOHSRÉSCP OX,.YO pi 
稳定 。 而 且 在 下 列 条 性 之 一 下 它 于 (六 ,站 ) 中 一 致 浙 近 稳定 ， 

(H3) 条 性 (H1) 成 立 ， 且 与 玉 志 相关 的 120》 式 中 出 现 的 T 
与 0 无 关 ， 

(H4) 在 (c1), ca) 下 ，(c) 成 立 且 (H2) 满足 ， 些 外 ， 存 在 
V0, fBY,-—X, 

证 显而易见 ， 在 定理 假设 下 5 可 选 为 仅 是 的 函数 使 (23) 
成 立 ， 诀 惧 ， 方 程 (1) 的 零 解 于 (XX, 了 中 一 致 稳定 且 在 H F, 
方程 (1) 的 零 解 一 致 浙 近 稳 定 。 

丙 已 建立 了 一 致 稳定 性 ， 为 证 明 一 致 基 近 稳定 ， 只 贫 证 明 ， 
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XMIiÉso, GET, ERRETES Mjr] GIO, 
Fils. lxz< 8 时 ， 有 


inf(iüz,|; eT, D icr TSE, (24) 
男 一 方面 ， 在 CH4) 假 设 下 ， 出 下 理 4 的 {i}， 只 须 证 明 ， 对 某 
一 与 + 无 关 的 T， 有 


infív(i» o(r.e)wmdcr-c-T)«e, 

设 有 条 性 (H4)}， 养 设 在 Eott,e}, T+TI 上 ,vt)>e, lmlx 
ze, MATESO, iz, Sf, lzi, fc. BIYILX,BU 
对 某 个 ?>>0，lziilz<? sup zlr， 我 们 可 找到 序列 {tr} 使 得 
FiELoCr ,ey + (2k— 1)t, oT,E) + 25l1 Roo rE) + 2Àlr + 
TRj, A m r= er. Brei S| Eel do cor mss o, 


存在 
fit wOdt>oleð Jyp pe/pY -2d(e)), 


i 


Siri 


因此 ， f ' wODdtzkd(e) 
WT ry 


由 此 得 到 ， 当 iE Io(r,e) + 250, vr + 人 J 时， 
v(1)«V(o(v,8)) - kd(e) eb(o(r,e) - v,0.vB) — kd (6), 

ix xx viz iyare, e) =r =p), WiTz-p (e) 

+2b(pCe),0,7B)1/d(e) 时 得 矛盾 。 证 毕 。 


=. 289 « 


5 7L 


中 立 型 泛 函 微分 方程 
的 稳定 性 理论 


本 章 将 介绍 具有 界 灌 量 及 无 窍 延 洪 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 稳 
定性 理论 。 为 了 般 述 的 方便 ， 我 们 将 所 讨论 的 方程 分 为 算 子 型 中 
立 型 泛 阔 微分 方程 和 非 算 子 型 ( 超 中 立 型 》 泛 画 微 分 方程 两 种 类 
型 。 


$81 算 于 型 中 立 型 汉 函 微分 方程 的 稳定 性 


算 子 型 中 立 型 泛 函 微分 方程 是 时 滞 泛 函 微分 方程 的 自然 推 
广 ， 但 由 于 它 的 定性 性 质 与 其 伴随 的 差分 算 子 性 质 密 切 相 关 ， 因 
而 其 稳定 性 研究 要 比 时 澡 泛 国徽 分 方程 相应 问题 的 研究 复杂 得 
$$, M. A. Cruz 和 J. K. Hale 112. 首先 引进 了 稳定 差 Zr SETA 
您 ， 并 提 田 了 有 具有 稳定 差分 算 子 的 中 立 型 证 函 徽 分 方程 的 稳定 性 
理论 。 

我 们 先 从 线性 自治 D 算 于 入 于 ， 给 出 关于 喇 算 子 稳定 性 的 一 
个 等 价 命 题 ， 从 而 引出 一 般 了 DP 算 子 的 稳定 性 概念 。 


25 BECAS HR 
Dy,-0, tz0, (OD 
和 和 非 齐 次 差分 方程 
QERCD, 20, (2) 


其 中 DC 一 杏 " 线 性 ， 在 0 处 为 原子 的 ， 瑚 Ecf[L0,ce), 醒 ")。 不 失 
E WDe-e(Q)-[ CD, F Varno Cs 0 
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时 )。 
记 Co= {PpEC Dp-0), HECh, WU,CGDECDXECO ID 
BUE, ETE) Cpo-C», UR 
Th p =p) 
MT OE-A REEE, EA 
ü&pzinf(eC EK; FE K-K(«a), dE |T DISKE, 
t0), 
引 理 1 4XEDiC— R'E E0 ERTH., WAEA gd 
q,,"q,€C, EDP =], EPPS {Prpa 


0 
证 mik. DEW Do-eco- P [d&(0)]19(9), 其 中 
Var p=0(s-*0HH)。 


i~s,0] 


AHESRISCLIO.rI, ELPECH 


0, —rzxBc:-s, 
(8j- 日 
, | ts 一 SO 


出 Dil -1- [cauce {0 2). 


Esis, Mde 0, zE X P - 9ICDUID 7, M DO I, 
证 毕 。 . 
Boimkgx, W=1-PD, F, C—CpJ&—A4dBBRRE. 
WyG.,hyaucoO 0088, MAE 
Dj-h(0, YP R= gOPV,0) cgCDh(QD, B. G) 
XHEDERO, ELZ) CQ(QQO,U, RORY 
Woh yCROD ,R) CD, 
BÀ, NEARER., XT Dl, 我 们 有 
下 述 结 论 
引 理 2 ”对 任意 o>4ap，a 站 0， 存 在 常数 = (a),， 使 
Uu. $pa70. 


py Ke 
|S 
1 Sik, gaci, 
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证 朋克 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [140。 
定理 1 ED, CR RIE. E, EARTE, W FÈ 
命题 等 价 ， 
(i) 方程 
Dy,=0, 1270, y, C Cp 
的 零 和 解 浙 近 稳 定 ， 
Gi) ap<0, 
Gi) 存在 常数 4，5>>0， 使 对 任意 hEC (0,0), R"), dE 
FAF 
Dy =h(t), >09 
WIRYO W E 
ly lbe yol tb sup [h], fz-0. 
证 (D= (ii), 
因 方 程 (D 的 零 解 渐 近 稳定 ， 存 在 0.0, fi" pE Cp, 
LAE METCOLEIGN DE 3 


1g, Co? «1, 
Bp [To Del «1, 
从 而 ITKOSEN, £20, 


再 由 《1) HFR Z H i E tE H 4EGA "0, 存在 
T-cT(GD 0, Eter mh, d 

ITa DPS REP’ 
9v, rsr HbHimcudE, dE 


Wn = 一 


C gTXOe cA RÆ. 
从 而 Tp (rods. 


XPEXRICO, FEER nET EO, Tl df-nr.cvt", 
由 Tot 二 之 半 群 性 妈 得 
iPoCE)L 8 ToT tTO 
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ez IT yG*) TOC l" 


A Go- PEL «0, 
ov 


(ii) —— (iii) 
因 so<0， 选 取 a>0， 使 ap aeai, d ao 之 定义 知 存 在 
K,-K,qa), i 
[To EK eT, 20. 
HUOH DEO. OE E, BOR 
UPIUMSICSLEICUNOICSENTCUTOPN ER 
| - (aC OUR (00 | + Ath, 
则 由 引 理 2 得 
[UC BO E T I WEIN] + | CD 8) 
SITKO] EK sup [k] 


«K,e WIH +K sup AD, 
a uE 


$b = max{K (FK) B ii), 
显然 (ii) 一 > (i)。 证 毕 。 
据 此 ,我 们 可 引入 非 线性 、 非 自治 六 分 算 子 一 致 稳定 的 定义 。 
EXI EDCcORXC, B, hee, 60, BW 
[£fXEh€ e(p0,o000,. RO, EFRA 
D(y) sh, tto 
的 解 y(t) 满足 
[gr] E berto la, N +ó sup [h(u|, tz. (D 


则 称 D 算 子 是 一 将 稳 定 的 。 
显然 ， 由 定理 1 知 当 刀 为 线性 自治 算 子 ， 且 在 9 处 为 原子 时 ， 
D 算 于 是 一 致 稳定 的 ， 当 且 仅 当 差 分 方程 CO. LFR RE. 
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容易 证 明 ， 若 石 算 笠 一致 稳定 ， 则 存在 正常 数 e,p,c,a, 使 对 
f£xkh€e(p0,o0, R), £,20, Jj 
D(f Yo = hkl), imd 
ZYG AE 
lal e7 bio +o sup DICH +d sup [hao]. 
(5) 
Ropsmü. t=s+r, 

RA doe D Bor Bip nS E BR 1 27r EDI BE RD L5 ELT 77 
ERRATEA, CHURUETEGRT— T XT BIDS . 
AO BUB SEREOJIR ES SER — TERE. 

A IC E:LUOEo a DIES: 


d 
FrP G0 7 ap, tz, (86) 


其 中 DD，C 一 性 线性， 在 0 处 原子 的 ，f， Q— R'E, 2c CAF 
4. EO ANFDE(D, f, Q) 

对 于 NFDE(D,f,2), Eë v'(q0, Pu 前 @ 一 般 限 集中 
(p* (Q0) 以 及 不 变 集 的 概念 与 延 洪 泛 函 微分 方程 相应 概念 相同 。 

定理 2 设 线 性 算 子 DC 一 杏 " 连 续 ， 在 8 处 原子 ， 且 一 臻 稳 
E, XUBOCCHJHEB, WAM: 2— R" jtik, MNFDE (D,f, 
Q) BOE SUR ORAE HEERA ORR, E OOR 
界 ， 则 aty* (9)) 是 非 空 ， 紧 、 不 变 连 通 集 。 

证 ”因为 第 一 部 分 成 立时 ， 第 二 部 分 的 证 明 与 村 洁 泛 画 微分 
方程 相应 定理 的 证 明 相 赐 ， 故 这 里 仅 给 出 第 一 部 分 的 证 明 。 

显然 ， 六 (9) 相 对 紧 草 含 六 (op) 有 界 。 反 之 ， 若 ?+(p) 有 界 ， 
则 由 7 的 全 连续 性 知 存在 常数 M>0， 和 使 | 六 ?+ EM, Belt) 
HARO, MRR, MAERT, £280, Æ 


D(rn,,—-zm)y- p eods, 
由 定义 IT 知 


IET -x ables, -p| -tbMr. 
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Biz.sdEr-0AbMEBS. Bee uED-r,9).b— 3088, X gh ve 
有 界 ， 从 而 y+ tp) 相 对 紧 ， 证 毕 。 
XHRESRPBUNV, C RS, X 
Pax) = Him VG (9) - VC). 


定义 2 XPHISNFDEOD,Db, WV: C—MR' X1EGCC LER 
TERREA, XVIEelG E(GBU PL RD EE, HEGLA oth) 
"meDa $ 

S-(p€CIG, Vi, (o) -0) 

M = S'HX-TPNEDE(D, f ) pii Ke 4E 

PXRGEPREEB BETTE PEAIIIRAHOY EBHARUHEJU, KRIA 
述 其 结论 

定理 3 设 NFDE(D, 几 汶 自 治 的 ， 线 性 算 子 DD 为 一 致 稳定 ， 
VÆG 上 对 于 NFDE(D, DARRERE, n CGHÓ4EE 
XC) 有 界 或 者 Dz py RON, DWüiii-odb. m(9)—M,. 车 

G-U,-(9C€C, VQ <H, 

HdripW EK - K(D, pcU g lpo] DoK, M 
PEUR. zo)—M(C M), 

HERE MAH, £3 R A HE HERE a 
性 质 对 具有 稳定 线性 有 DP 算 子 的 中 立 型 泛 函 微分 方程 仍然 成 立 ， 
事实 上 , O» Jo Staffans 证 明了 具有 线性 .一致 稳定 的 也 算 子 的 中 
立 昏 旗 函 微分 方程 可 以 写 为 具有 无 穷 延 洁 的 时 滞 诈 函 微 分 方程 ， 
他 还 利用 这 个 事实 讨论 了 中 立 型 方程 的 稳定 性 。 有 兴起 的 读者 可 
参阅 [115]。 

接 下 来 ， 让 我 们 讨论 具 非 线性 卫 算 子 的 中 立 型 微分 方程 


F DG yz) f.m), (0) 


HPD, JEC» C, R", DicORbDSECP. RS, fO.0 2 DCG,0) 
zb. 
XjV€C(i -r,99 x C, R), SE X. 
= 295 4 


Vut.) iim (Vct (huma e - VE, ph 


关于 (7 的 各 种 稳定 性 与 REDE 的 相同 〈 见 第 六 章 8 1)?。 例 如 ， 

称 (7) 前 零 解 为 一 至 移 定 ， 若 对 任意 >>0， 存 在 4Ce)>>0， 使 
XPHEX OUO CR'xC, jpe, tztBb, [z0f65,,9)] 
«e, 

车 存在 5, 沁 0， 使 对 任意 "0, FE TODI0, 使 对 任意 
to’ ER x COC, Bp, Eze E, t+ TONH. [xCH fo, 9) «m. 
BIER CT 2 B) SEEN — SECRET ERG o 

9]H3 ” 设 算 子 DD 为 一 至 稳定 的 ，2(7) = x(t 1,940 XR 
COXG,,,908988, MALE e, RR, (0070, 
€(0)70, Jit, FEREZA RR, 800) —-0, BO) 
>0, 6-0Hj, WE 

G) ipis, EID, Sd), ti’ W 

(nEs ff, 
GD XHIXMIOBAO0O, SET -TCOM,0,A)0770, di lol 
M, iD(Otf,no |a, dU. CU 
lakkasid tA, tt T, 
证 (D AOR, REO bd Fr aca) Bi 
Gi WT» max[o, 3 bM l, WS ft, +T 


Ingca yx A bato) 
B, HOD xf 
lajeni "eol+e, sup JD (u,2,)] 


be TM + ba(d) 
SEO «A, 证 毕 。 
定理 4 16 设 算 子 呈 为 一 致 稳定 的 ， 产 下 xx (C 中 有 界 集 } 一 
Feo WR. miRIRÍCYESRRSEÉV. Kx Cage, WE 
(D uCIDCHSO D «VG ,gosvQol, 
i VO, oe -wODG, o), 
Hepu, uwi EE ERA, (0) —7(00 20, IST 0l], us), 
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vis) wi 20。 且 存在 连续 函数 aO, 000020, G(2720, $750 
Wj. füv(s)su(e(s), 

Rp Z Ré BI EROR RIRE. 

证 设 8(6) 寺 引 理 3 给 出 。 对 任意 E>0， 存 在 d. 0de, 
8005, AG), Go£jesligl dm. Xxx; top, € 

BCDE i) VO m) sVOt, Msoi eD sva) 
zur), 124, 
从 而 [D(t,z)|saQD, t1, 
根据 引 理 3 得 
IB e. Sta 
这 说 明 (7) 的 零 解 为 一 致 稳定 。 

下 夯 证 明 (7)? 的 零 解 为 一 致 渐 近 稳定 。 届 4。= 000. XHEX 
32>0， 要 证 明 存 在 z T0070, È yit el x0, 时 ,对 (7) 
BUffEz(t)— 201,90. A 

Jel 3pflfo Tm, (8) 

BREGAT, WA 

le zmó- 20D. £2, 
B XC, XHERBUTIRGS, 8 
dsa labet e [46 sup [Ds, x.) |] (9) 


选取 正 数 了 ， ter> max (o, Lm 293, idis =i tf, 由 59) 式 ,得 
orn lbe el sup |Dtu,zl 
xb sup (Diu, z) ja 


从 而 有 
b sup |D(u, TEES 


Easan 


WE ELCs], fi 


， 6 
和 (之 3b. 
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Hm, Æ 


[D(N, mi) €i, 1,7. 


T 
这 Eit te= to TAY (k-1,2,-72, 再 根据 /的 有 界 性 ， 存 
在 常数 L， 使 
Jt, rT) <L, UMP, 


WEE Hem, Slime tz 成 立时 ， 存在 ELio+(2t 
-1707, i. Tir], i-1,2,-, id 
..6 
[PK ts, fu pns 
从 而 


IDG, z) 12 terti 


ð ó 
E. 二 
45 ibb' "abb 


、 站 > à 
不 妨 设 L 可 取得 足够 大 ， 使 55 < 也， 因而 各 区 间 | t+ 一 55， 
+- ERER, KNA 
TE SX 

- à 

Venus WC), xtc[u- AXI T 
从 面 

8 d 
Fitas £y) XV, pw (iy) ' -i5 (k— 15, 


BMEM $ Kr «v0 / [5g D) wm 
VG. noxYO. PD WO) ug VO 
ó a 
/ Liz" Ge 


BEF. AAH, FECE, £.,-2kT], lre, 因而 
有 zl< Mfm-250. BROOBJSEER AAE, IEE, 
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对 中 立 型 泛 阔 微分 方程 ， 也 可 建立 Razumikhin 型 定理 。 
定理 55116} 设 算 子 D 蚌 一 致 稳定 的 ， 自 IDG, gp)| Kel, K 
^R, Fux CRAE, B RO CHARR WA 
RPAH, BOIEXEXESEEERV R x URP" RU LE S FRATRE 
Byu, v, w, c(Ks)szu(a(s)), sze0, DLEGXESEdEDRES HEP: NU 
>R, FoK) >u), m0, 使 
D u(irj) ak, x)«vl|azj)?, 
Gi) H FEE, Det, nM SVE, z(E)*Xt-r«£xtÜ uy. 
Wb, A 
Pen, Da, m) -WOGDG, spf). 
州 方程 (7) 的 零 解 为 一 致 新 近 稳 定 。 
证 先 证 一 致 稳定 性 。 对 仔 意 s>0， 存 在 d>0, 使 当 5< dg 时 ， 
BG)<e, MEER, 对 rset p, 4 leladi, CH 
VCt, DCf, m) Eu( Kó), PM C10) 
BEDR, MEEF >t, WE 
VCH,, D(t,, z,))-2v(K0), 
Vet, Dit, z0)xv(KO), EEPE EEE 
TERS t, >t, 使 得 
Vefas Din m ))v0Ko), 
Pur: 
VG. DOS, m, )230, 
另 一 方面 ， 由 于 
uDeft, ADEK, DO, mye ES uad, 
fy, 4 
Dit, x) |sa(d), Mf tt, 
REJM, A 
LECE ERO, to -ratet, 
XB 
F(VCH, ,DOCf  ,2:,)) = POKA) Pv (BU) 229 V( rt) |) 
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AVI, mQD)), f —rulixi 
HEIBGD, d 

V, DOS, m0) -WODG,, 2040, 
HERATA, dBeGOSSHRYE. Am 

u(t, DDEG, Di, pp av Kue), 1 
Si RRR, lir <d, dT 

Iz(f)| ERD LE, B Pm, 
这 便 证 明了 一 致 稳定 性 。 

下 面 证 明 一 发 渐 近 稳定 性 。 取 6 =6(1)，, 设 XC1) cad, 
9), Iel«0,, BUEH: XPERCUDO, FET =T 0, E4 
to TO [E| Lhe 
PRNOEXQ,, 2, a, N, z,, m, YF: 

a; Qa, «qu. FO (KR) a)» VOB(RO a), SOR ,, 
BEDIEN R 
acminía,, ucatz5)), 
; Uu(a(2)) + Nazv(KÓ,) > (Oz +N- i)a, 
2, V(Kó,)—ja-v(Kz,). j=1, N, 
quiis Oh EE Ni KZ, 
Y P=isf w(S)70,. 

mash 


zB 


现在 证 明 


VO, Dit, xsv(Kó,)— Ja, Mt hej(Ter 2000 . 


(115 


其 中 7 为 引 理 3 PHARES, do a), 
先 证 j= 1 的 情形 ， 即 
Fet, Det, f) )v(K0,) a, P E, (Ter 08), 


BDuUCTererfgW, dj 
Vct, D(F, zx))v(K0,5—a, 
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则 v(Kó,) - aV(t, D, revo(Ke), tT +r+to. 
此 时 4(]DCG, zl «Vt, DOG, zx) Ev Kó )«u(acó,2)5, 


nmi. (122 
E TI IDCt,. 2| xe(80,), If. (13) 
据 引 理 3. o8 

[rei)| A ) +G， tt,+T. (145 


M ifti, 
F(V(t, Dif, x))mFv(KO,)—a) 
DSB O +a SVE, xE, toraa, t(t»Ta4r 
td. 
Er Ei 203 Det, Das wi De, aol, ttt+ T+r, 
又 由 于 
vs(Kz;)-v(Kd,)—as;Vct, Deta pau DC 
有 Det, z)|Klz  tT+r+i,. 
由 此 即 得 
Vét, Dit, m) y, FT rti, =t, 
Vet, DO, & DEV, D, z7, 00 - yC -E ) 
s;v(K0,) — p(t- 0,20. 


SED DOC 时 ,这 宕 明 ， 存 在 tf1 ELT er da, Tr f 


S tt + 


v(Kå,) 
一 站 使 


Viti, Diti, m)0)«v(K0) -a, 
这 上 时， 可 以 证 明 

Vet, DG, zi) mv(K0,) -a, Mt, 

BERR WEE >t, W 

V(t*, DQP*, m2))-w(KÓó,)—a, 
及 序列 RI, Heft, B 

V( t, Di ty T /222U(K0,) — a, 
KĀO V5, DO*, 29))720, 
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男 一 方面 ， 由 于 
UDC z)j)«&V(t, Dap &v(K0,) &u(acó,)), 


s, 
有 [DCt, x5|so(0,», irig, 
由 引 理 3 得 


lact] SB ra, S4 EREÉSET, 
LAFE”, D, z,))) 2 FO(K0,) - a) 
DUCOBOS) ra) 
P IGETCTD 
SVE, x), i'-re6xit. 
据 条 件 (ii)， 有 
VQ, DOS mem WOUD UY, medl c0, 
导出 矛盾 ， 故 对 = 1，(11) 成 立 。 
重复 上 述 证 明 ， 可 证 当 j = 2，…w 时 ，(11) 式 成 立 ， 最 后 得 
到 
u(|D( zo xmeVO, DO, m») 
sv(KÓ,) — Na 


su(a(z)), 9j £z, eN(1, + E09) 
Ag (D, p| <a), 
据 引 理 3， 有 
JE] SBR casn, ræt, tN +220) 4 
TT(0,, qj. 0). 
这 便 证 明了 一 臻 浙 近 务 定性 。 证 毕 。 
例 1 学 虑 方程 


d = = 
grees gxz(i»), (15) 


Dg= -gp r, lal «1. 
其 中 g 连 续 ，g(0) = 0。 
Fla <I, agy Cr* 08b), limjg(z)| «oo, Wi 
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DATER- AHIRE. 

证 dfEVOO xj, u(S)8u(5) 2 S, F(s) - Ns, 
1-14! 
1-1ig: 

SRF(OVODQ))mVO(GD)) ~ra, M pO- r)i Ni Do], 
因而 


HPN >G- lgh acpo-QGelaqiom. Bop = ha 


KO sgg a iDOL mic aN > 


Do [PXo»| 
1- 2lai 
> T= Ja] T0. 
4e-1-|g|N, WA 
eoOO/Dpzze, 
E 
mingu), ess«uscs(1— [ql) ^! ,8ze0, 
wc» - f g [4l 


- maxg(u),-5(1-— |q|Y ! szuszes, «20. 
AXe(0)z6Do, Do, Mge d>w (Dp), 
Pis (Dp) = — 2(DgogCpC 00) — 2Dpw (Dg), 
4ieQUr5Do, Dos, Wapa- w Dep), 
V (1s, O90 2Dpw; (Dp), 
4w(O)-2min(sw;(5), swi,(—s)), Mso Bj, wio H3 
e(DO/Dezselj, Vs (Deos -wi Del), Amh x bn (15) 
的 零 解 一 致 浙 近 稳定 ， 证 毕 。 
下 面 ， 介 绍 [118] 的 结果 ， 其 中 去 掉 了 7 将 吾 x(C 中 有 界 集 )》 
BERA REAR. 
定理 6 E DONn—SBES, WETERE VR x C 
RU, EREA R x CREW. -1,2,30, WE 
G) W OD, hitzi, pava, p) sWe Dt, 
MPZ, ph Cf, pER xC EXIRET ILCARC, 对 每 个 
Jd PERxXESEhCC(Q[i,—r, o0, RO, FERRED), Hr Et, 
«tol, A 
» 303 。 


Zla, hoclt, BOEK — t), 
G Fer G, Enw CDU, 92], 
WREDA TARRAT SE. | 
证 ”党 存在 (7) 的 某 个 有 界 解 z= x(t fo 40, tati 
FACER. WDA XXBPXSDGO,. mOGGAT OE. TEREE 
He RIIKE), ti—-co(n—€-co), mi, 3, )lz8,, n- 
1,2,--, X HY «0, V= 


[wsdlDes, sd DdseVet, e» tih. 


Bguo (pos zl)ds<+oo- 

这 时 必 存在 序列 (E) Eolo), WE DO, moo (Qr 

ls KAV, OAW FREER, mm LOt7R09, 
PERPE, HyiGO IW, CO. BAJAME) 的 特性 


HA fRXE4ESPH, CULO EARST 
ÆDE, m) | x8, 
E |ID(t,, zm] 58, 1D(T zn)|-y, E+ oln 
+o), AH ERT Du (0-1, 2, 370. BOO 
W (8,0 t z in, 2,, 05 VCI, T, )e Wa€8, ) 20,2) 
(18) 


Wip) +T as < + 2{T,, Tun). 
(17) 
Hi C16) RV =La TE A n. A 


Zt, 2.) Le WiCe)-WiCe) L- ŠW, Eo), 


(18) 
XdHa)dsg 
ZU, Em) LW pL- iW. » (19) 
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WA zT r) E. m 0mlW,.Co. 


Z 
XH ER EECOAaMUGEWEARK 0, di 
ZT as ETa) ECs ze PJuCK(T,— f), 


WO Tota PaE, nii, pos, 


因而 


om Y Tn . 
F W, Dis, wpd Xf W,COD(G, æ) ds 


^ 


zm SWT,- t.) 


n—1 


W lEn) 
~ NVF Ye 0 Penbo 
zm sC) IK ^* 


EN 的 任意 性 知 积分 | Wc Dis, m) ds Ad x s w, 


(DG, ap [j ds< + oF. WE 

EXB7 设 D 为 一 致 稳定 的 。 且 看 在 个 0， 和 便 JD, psi 
lw1。 若 存在 连续 泛 孙 VY，z: 慑 1 x C ROBBIE (GE 1, 2, 
3，4)， 满 足 

G) W,CIDOG, 9) tett, MEVE, PI EW (CDG, p) j) 
*z(, P), 201, g)W,CG|olD, BD RET f, € R+, 对 每 个 hE 
CEt, =r, co), R"), kO T, TAER, TEEM =K 
KD), BEM tatn ao, dy 

Z(ti, hi) e(t, M SKG- 1), 

Gi) Per CE, g)& -W4CDCGG 9), 
B 38 £6 CO BA AE EO -KAE 

证 ” 先 证 一 致 稳定 性 。 对 任意 670, GE 0-0(05)70, 
OE. 4EW , (10) - WLQD OW , ug Hugo, e, dO 
(D rR BEBE BEER Lie =at; top), t, ER*, el<, T 
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是 由 假设 全) 得 
W,ODG ,z)0 EW CDC, 2)1)+2(t, x0 
EVto, p) 
zWiGDos, p) pD + WwW hel 
aW, lo + Wd) 


<W IETT him. 


BER, [Dit Ie PE tta. 


HDA, RPE 
loo, electi? (bie) e sup |D(u, m! )*d sup 


nad 


(Diu, zt (c+ Dd 


«S, TI: 
从 而 (7) 的 零 解 一 致 稳定 。 
现 取 du =A). RAIH HEH, 对 于 任意 e>>0， FETE 4 
t0, elcd ff. TB, AIE eMe. 4 07 X 
BEREE), a, b, e, dP (55 式 给 出 。 令 正 常数 w， 满 足 


Gor 


e 00,810) «7. (200 
令 正 整数 KK ,满足 
K p1p Pa W, (21) 
á 
W,OO0W br 
FA = min quemar) Waat, K=K(1), p E0 
ut 
TW 一 $ W, GÀ. 
下 面 先 证 不 可 能 成 立 
LEN Iz 0, t= ta Ra, k=l, 2: K,, (225 


* J06 * 


事实 上 ， 若 (22) 成 立 ， 在 (5) 中 取 ss=fo+(28-1)a, 249 
2ka, k-1, 2, Ka, di 
8s 2 le" Eo le 1 € sup. JP, xT) Fd sup 


LPLLLUE T 


IDOi, z,)|sze7** (50, lc) od sup [D(u, e)l, 


Tg umi. 


XEO, A TRÉE4.C[s. frl 48 


å 
gg E Po” 2,1, k= 1, 2," “K, 


35S ID, 2) EIE [Be Css Hj ll, 2. tt, K. -DR 
EP RA rE [wi， H EF, IDIO my, 或 者 存在 f! Cu, 
Uc], fi [Dt;, 1<P。 今 记 


I,-([si, ti] =l, 2, «Ki, v«lDOt, 20], t€ 
[6i , €i44,1). 

I, = {8}, t7], £81, 2, K; PET €C[w;, v1.1), 
[Ditis zY 
而 li Uts = {Cti t]; f=1, 2--K,- 1), K c EK, Ko - 1, 
XPEIQpS EOS, 1.1], BPEL, TIS, Yal, 
Ld 


IDCt,, 2.5] 三 AD 


IDCT;, 27 | = ys 
H3r€Dct,, Top 


yap (t, TES izl, 2, eK, 


从 而 与 定理 6 的 证 明 类 似 可 得 
T,—i, >W, (F )/2K, i=1, 2, *"K;, 
RBEKSECOO, BXBPj[zOO|«—1. MER aea, 所 以 


AL Wi, 
VGt, nu, VOS D= Ei Win, n) Dds 
boit 
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F, T, 
- |, W.CDG, mds 
i=l i 


ka 
VOS 9) Wy NM, -wu) 


tel 
A 


-WoD Ti- t) 


VO, 9) - K0W C) - Ke YA CHE 


XVCto,, q)Wi,(I190,) -W,(0, flog X. $4 
Vu, , Fac PEW (dpa) Wa CACK 71). (23) 


KEDRA, Vikos gae 20, BAVA. 


国 为 (22) 不成立， 蕉 必 有 t= t,t nke, Wles, 所 以 ， 
4 tairi, A lekta eee. 当然 1 宇 1，+2Kog 时， 更 有 
If e) lE 证 毕 。 

文 [119j 还 从 另 一 和 角度 出 发 ， 得 到 (7) 的 堆 解 一 致 靳 近 稳 定性 
定理 而 去 掉 1 将 眉 x(C 中 有 界 集 ) 映 为 如 "站 有 界 集 之 限制 。 这 里 
我 们 仅 叙 述 其 结论 ， 有 兴趣 的 读者 可 在 1119] 中 找到 详细 证 明 。 

定理 3 PEDOG, pR x CR" 为 一 致 稳定 ， 且 关于 9 线 
性 ， 并 旦 存在 非 减 连续 国 数 4&，m，m 本 -> 可 -， v0 -u(00- 
021,2), H3ScA0BJ, wu(5)270, 0,052770, WS) >0 171,82. 
沙 存 在 连续 EAV R ox C—Hm E 

(i) ucC[DCt, qois VGL, q)«v CIDCE ,PY cvs lo he, 2* 
3op. del.-(X[ end )'^* ei he CO MURS RE 

GD V, C, eos - CW, CDG, 9) WsCe(0)D32, 
则 系统 57) 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 。 

Xt228]13EJHL43J, [44], [48], Pr1914g3c p 869 RUE 3g 3E 3E 
48 pour ZH EE SB fic PEE — SEES SE PEE OUI YE B8 EE Lo HH 
于 篇 幅 关 系 ， 这 里 不 作 介 绍 了 ， 有 兴趣 的 读者 请 参阅 此 文 。 
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$2 有 里 漠 和 草 超 中 立 型 巷 函 微分 方程 的 稳定 性 


前 面 侈 述 的 研究 泛 函 微分 方 稳 稳 定性 的 村 雅 普 诺 夫 方法 ， 用 
到 Razumikhin 条 件 ， 因 而 涉及 到 P 函数 的 求法 ， 但 就 一 般 情 形 而 
H P 纱 数 的 求法 是 很 困难 的 。 本 六 介绍 用 李 雅 著 诺 去 函数 研究 
址 中 立 型 证 函 微分 方程 稳定 性 的 非 Razumikhin 方 法 ,这 种 方法 避 
fe Y GK Pa ERI EROS 

FEEFEE ISA 

ått) = Ft, ap dtr», [ Actio +00], 


OD 
HPR? x Cox Rx 最 :-- 如 "连续 , (Ca={pEC; |e[«Hp, 
O«r«r(t)mr, Ag nx n pestis BE, Gi RF" 连续 ， 
ff,，0，0，0) 三 0 并 满足 局 部 Lipschitz 条 忻 ， 
£C] 
ER D eA aC Tr» 


ek at, 8) je Ct + 0) 1d0), (2) 


其 中 #0 为 常数 ， hb, Ras Rs 为 正 值 连 续 不 总 函数 ， Ri(0)=0 
G-21, 2, 3), HOXHEXO0, Mpok f 


e[[ i EC ES ade - ZUM lACE, 0) lepde|-~o 


闫 于 #0 一 致 成立。 

方程 (1) 的 初始 函数 为 pECnp， 且 当 一 r 拓 9<0 时 ，9(8) 或 者 
连续 或 至 多 有 有 有限 个 第 一 类 间断 点 。 对 任意 to。E RS, .pE Ca， 称 
z€C(t,-r, e), R'5SZSRCOORGOO OWE, Sz. -oB 
Mz (OWE), ERNE E, ta P) 

欧 方 程 (1) 的 零 解 稳定 , 兰 对 人 尾音 >0,1, 宕 9 存在 6= Ua, 
使 对 任意 初始 函数 p， 当 dedo, 86, JPD LA 8), 
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9c[-r, 0]Hf, ielts fo PILE, tfm. 

Adi biBONi.n RWPEROSRRCOBJSEAR —SCOBOE. 

AB RÉCOmMPESEGE HIER ER, (1EO( 070, 
使 当 [ecDO[« OD, [ecol ou), eer-r, oi 时， 有 
limt(f, to, 9)-0, WU fR 2r P& CO Bp E REEL EE TRGE 


对 连续 函数 Y， 杰 * x 醒 * 一 到:， 定 网 


Vt, 90) Tim TIVO +R aC eh E) ~ 
kæ ùr 


本 六 总 设 下 述 条 人 忻 成 立 
D FERRARA RR k= AOSS, 
d po (0) +, (2) + k dz A(t, 0x|gzdO)pl, e ht, 


定理 1 WoüpikSABWEV. Rx RR RRRA, v, 
满足 
G woz) eV, Deuce), 
Gi) X RTI Gu, LEEXEIEBEISUN LIE R*, VOS e (8)) 
END, |$(s)| «ks (NCOOTMT -rsissct 成立 时， 有 
POuG, ](ODDPFG, VOD, NOD), 
其 中 F(t, V, Oa- WW) v ge GV». 


Ws), Us»08, W(3)70, g( 1220, | gd vom 
GO) 连续 ，lim Eoo sexta oar, 
刚 方程 rc1) 的 零 解 一 致 稳定 。 


证 FFE 


= 1 
$(0025gC(0GQD, P= (OD) +a Hr’ (3) 


*HERE 620, e«min(H, k-!(H)), YAfÉ e 0 fk e, « min(e, 
ua) BATPEODO BE ASTFIEV e, ye, fH 
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*a dy - [ 
=M = tdt 
Ys Gy) I gi ? ” 


BUDI AR, y ? SHar w 


7 dy = NL 


BENE IB, ROLY aye 
Roro, imin yos u^!(y,), R'E JAVO y, F 
ERER 24 |p(601«70, 19(001 «0, GEC 的 时 ， 对 方程 (1) 
Arit = D, ph Vtt)zV(O, s(t) ME 
Vey), tt,, (5) 
BXVOGOxvtiz(ct OD =00 P90 EOE 5) 
不 成 立 ， 则 存在 >to EVDE, forma, Vets 
PLES ‘BETER prooi TED, i 十 和 ;使 
Vit) > 5), Hlim ts = i. 


由 上 极限 概念 知 


Vet) zl 0900603» -gO D GO 0), 


(6) 
5. —Jrjü. StQ-r«xsxibp, VOOXxVG;, Bp 
[z(5) | uc (VOD xu 'VGE)D. 
Wt ranci, 
[EM | LOLH! (y Du y Dane) 
akiu VG ))], 
Ho 式 RADE. M trasat, Elak 
«Vamos 
VG aga GO (t PAE GO Q0), 
3C OO E. WOR COEM, 
ucC[r to OEV y O LE UE, 
Wesce fmt WiL BERK, WOPRCOMEBRUS— 
3117 


致 稳定 。 证 毕 。 

定理 2 设 定 理工 揭 记 有 条 慎 满 足 ，9( 轨 二 49 旧 

dib 存在 常数 Ph 20. [E 

JFG, V, N- Fit, V, N,o| &h[N,—- Nl, i120, 

Vi0, N,, N.IOMUODORISEBDGUHUEBRXE 

证 由 定理 1 知 (C1) 欧 零 解 为 一 更 稳定 ， 故 只 须 证 ( 工 ) 的 零 解 
EXT. 

pa Dop- aape, e jeu 4, PODL 
s 0c[-r, 03 时 ， met}| = leit, to qQ)[-1, Siga 


BUMY, z(i))-o, lmV(i, z(f)) =0, lim|£(13]-P., 
t — on 了 一 0 一 f — oo 


对 任 给 8 这 0， 存在 T 之 to+r， 使 当 t 庆 TT-r 时 ， 
Vei, (DETH, |$COOD I ptu, 
又 在 在 T A T.TIURDEREX. EiT] >08., W 


ler ui sup VT” + 0) eu t (o +p) 
-rafa 
从 而 p-pscizqpops«R,qe tH) + ho (P+ A) 
thal [ inar lace sioe |, 


即 - uh UTII) ky Q0 ths| | IA! 0 epde | 
-pcryG), 
其 中 tu) = Ru c u)]—R,Uu^ co) Tr Rs Co i) 
— ko) ths[| AT Dje + uyde | 


- Zu ACT! 9) i «pde | 
—0 CHu-0BDp. 
BBA Oe cwo 1 0)3 ef o) -kef | AT Ol apde | - p. 


HAD 
phuc (qm). (7) 
dolo, WVOR TITRARE H , MFE ^ 0R EKR 
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TT, V -y >g- AE (P-v, TO b, DATE. A 
W VGX20ERVG)ZS-B, Kao, £d 

P(T, B= RET {O + pj RLU ! (02)]770, 
4-min(g, é(07,5)), RTEK, WE 

|$(s)| sp AARU I) = RUTI - 8], 

(8) 

MsoT-vUir. HAKTRGUARDMT- put«TM, 

V(t) ERP, Vet), i) 

EFV E VC) -[FG,VOD,0 + 9) 

-FQVO),VO)D)] 

x - Wo HWE) ~ WVE] + Zhu, 
(RVDT 8g, IFG, VO TH) FOV YVO 
xh|mtk—VOD | x2h8), 

BW, VEDES, W 4u, WO- W). X 
存在 k 足 够 小 ， 和 使 
V (DE -EW 0, t€ qp - v, T). 
这 与 VO) 不 减 发 生 矛 盾 ， 故 必须 5= ac。 因 此 ， 对 1 >>0， 存 在 
TT, b 
G-heV(eoen Xp ISTRY, 
Ei LHE, 40-0, Aj 
Vays -LWo HiT RE, 


Bp vev- lwai- F=- >o, 
发 生 矛 盾 。 靶 必须 5=0。 由 此 即 得 (1) 的 零 解 为 产 近 稳定 ,证 举 。 
定理 3 设 定理 1 的 所 有 条 性 满足 ， 且 (iv) 存在 绝对 可 积 范 
WOO, AE 
[FCt,V,N,) FCE, V, N,O| Rh(D!NQ-N,[, tz0, 
VO, Ni, N.20. BUOOBJSE RA 渐 近 稳定 。 
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诞 ” 将 定理 3 证明 中 (7?) 的 前 段 保留 ,7) 式 以 后 改写 为 ， 
因 当 s 宇 T 一 ?时 ,VC5) Sa RTE AK, W ONE, É 
[t| sco t Ru (9 6 03, sT-y, 
HAOD AGV 8 (TBI, 
Vo «FG, Va), 4n) 
FOL VOD,VODD + IFPOLVCGCÉ),0 € B) 
- FG ,VOG),V(CO))l 
EWV) -9g00G(O (OD 8 hOD 1868 gy Vct], 
HDR, MORÓXEMIDO,.REG(OVODO «M, NE Rei, 
Wj,o-B-V(OD| «2(0 +1), 
营 5>0， 则 存在 序列 i->co mok), B 


Vn) i 


0 n-1,2,", 


Bao AGD DVGS, 
Bp jeit p |zmv^!(x), 8—-1,2,77, 
又 因为 当 smTGM., lcs) | xkDu-( i) ]s«kUa71(20)1, 


故 存 在 常数 r, >0， 和 使 在 [is, tatr] b, ATE Len tc), 
县 而 当 +E [tp， 思 +ro] 时 ， 
vayuczct ou tunia) ). 


X REDAEVODO«SMBe30, Elts f,tr,],2821,2,:, 从而 
HWIXESRPHEXIRT3EDIO, fü 
WVE p tEn ttr], nz1,2,77, 
B, HELa ta tro J$, 
YO) -WOQDAgOM e 206 + OR) 
«-pegitM-e 20 4 1h), 
Wo VAr LVC- pre gcoóMdt 


«2 ep kdt, 


.jif* 


x VO «eg 0M 209 DROD, FEET ers eil, 
Bi VO EVO, +r, y+ g(tyMdt 


ret, 


rasoj ERON, 


MA Veta OVI -pro+ J|." "Meca 
i 


£260 D [nod 


这 说 明 VOL) VG, ) -Apr + F " Mg Ddt 


[26 08 oda - co (Min-ocH]. 


RBV >0P i, Mguis-o0, MODIMSEHBONOUHdSOE. EP 
bl 考虑 线性 方程 组 
tety - ACD xD FT BOAT -r(t) Ciri). 
(9) 
HAPAG), B, Ch’ 为 于 12>0 上 的 nxn Brett, 
0<cT1t ar, T, r OKA. 
& A = supll AHN, B = supl B) |, € = supl ECH |l, BA, 


3 均 为 正常 数 ，0<. C<.1。 


NER.) (A B)s, bh, = Cs, k(s)- 4A+ S: Ks, W 


LACEE) BO) - 70) AOE - r(09)] 
xk OQ) t5 CIgCET 0022), 


Azak co) tk (D) 时， — o= ka), WREED E Sr. 


BR Vir), Re 一 有 + 连续 ， 且 满足 
eI TC SAID (10) 
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[CS ere (11) 


其 中 为 正常 数 。 
ijV Cx) ifc C90 B SEED 
dV (5(1 3) qq 0V AT 
Tdb dues n Ce) AOD 
4 BOZO) ECEE - r0), (12) 
aV T 
又 设 CE) AC) - IV), (13) 
UP 0A E. 


Bri nAAL, XPIERNODDO0, Ui 
VG) «NO, [soo ek( f NO?) apt oret 
成 立时 ， 有 
.dVézCt)y x o-ÍVOG) 
dt tB 


ex d SO cBiact -rf + Clact- r0] 
ü 


< eva) ea | NOD [ g f Ren + Ch VD | 


=F(V,N) 
Bi oae ceo (14) 
出 F(V,V) =| -i+ 3 (B. RC > <o, 当 VY2>0 时 。 


X [FO ,N,) - F(V,N,)] 
«I (B Ch) IN, Ns), 
故 定 理 2 之 所 有 条 件 成 立 ， 因 而 有 
定理 4 若 条 件 (10)，(01)，(33)，(14}) 成 立 ， 则 方程 (9) 的 
零 解 为 浙 近 稳定 。 
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A». ExRXEXEBUE OA, SEIS ROB AE 18) 38 B BR 
新 近 稳 定性 问题 。 
考虑 时 滞 控 制 系统 
£D -AÀzxG)-TbfÍtoC(t—-T)) (15) 
其 中 oC?) = eect), v0] 3E, Ahn n Ep BEES, 其 特征 根 
ARMEA da. 5. cing. SOE, fco) - onf(ooo 
2040 0Hf, 
引 理 1 dPc'5-0, MEERN ENEK, dE 
b= — hkfe, (16) 
证 明 请 参阅 [L123]。 
iiA = kl1AR, b=k bd, Teake, c= olk, 
B=-ib=K-i(- KKTe)= — KTe= -56., 
作 变 换 x = hy, Bs) 


= Ay+ Bf (ot 0) Q7) 


OG(i—-rT)zefr(i-t)-cTKy(b-1)-07y(1—- 1), 
定理 5 假设 
G) Tbo, afta) eke’, k70, 
(di) dfedEUDO0, Ey AT Abya yY, 
dii) or «H/2R(el* CIE Le FeT5 | 3. 
山 方 程 (15) 的 零 解 为 断 近 稳定 。 

证 因 方 程 (15) 与 (17) 的 稳定 性 等 价 ， 故 内 须 证 明 方 程 (17) 
HURRAM RE. 

取 V(y) = vy, W 


Wy = 4T AT Fi 
ài an CAT ADU 
+ (y+ yT foa erh) 

yr AT- doge 259Tyf cott —2)) 
«-ly'y-207yftoC t2 1)), 
因为 ETy(t— T) = y(t) — veT9 (E) 
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=y) Tot Ayti + bfcoc£— T))1, tum. 
MAdht-T«6UM, TEHUTMBOEUCDO =y nr, t-g 
tai Thi, $(5)-0, 
Mo(t-t)XO0Bl, A 
- 2e7y CH) (ott - 15) 


22g 2, IO - 1) 
zeTy(Ct )eTy(t DTI 
一 AT 2 fiot(t-v)) 
2-20 yi) 7-o6(f-3) 
e2re y (D L8 Aio +f ocer p IG D? 
Bjofco) xo, Mofrois&|oa[*, Ifcoo| kal, 
f(oct) 
or EDICOLIT. M 
EX p= 
0 > 340(1) = 08], 


—287y(tM (Co(t —2)) 
= —29Ty(0)8TyC(E- TPT) 
= —250'y(YDeTy(rL Ct v)— ve ( Ag(E) 
xbfco(c&- TI t 71 
= oO pt -TT) + 2T0Ty TOT Ag CE) 
4867bf(o(E— )) CE — v) 
s -20TgC1))*90 7) € 21 1679 (D LET IE s ly c8 T 
4 [erb|«]fcoct&- 200] QC — 0) 
se; -2(8g(D (E 0) + 21]8Tl gc Ce d A T 
E 十 1676] klaci- 2] IKET), 
而 lec&- z»| leh ly- x2], 
z^ -207g( 0f (o (E — 00) 
L-ATT 90 - 7) 
* 2x jl - vct clie lis A ile luce lb e peni - & [le] 


- [pc&- v IH Ct -r-T U 


CETa 
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a -iyt yo - 207 y(D 0g T) 
+ 2x [lets lucro QE e lle A le ceo N+ (e? 5 E AL od 
MUICLESSSUICETOS 
故 当 le-o lh luc&- vo js lpCO [BI, 有 


dVCy(ct)) 
dti C17) 


« - uy oGooze e PEA i. dece p? 
+ [ETE |A yc yt — 1 
a lyctrlr-i-2z2&080claAd e 1975|8)3, 


i 
因为 Tt EXXCEEFGIE WIES ebk ' 故 由 定理 2 580 ERST SE 


解 渐 近 稳定 。 证 毕 。 
X: C1222x818 SI T XR A16 
定理 6  (BlURAbCT-bceTA,of(o)mko?, RAER Y, Tet b 


<o, Ers- MABODA PRIMERE, 


证 明和 参阅 [122]。 


8 3 无穷 延 下 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 稳定 性 


本 节 将 在 某 类 衰退 记忆 假设 下 ， 建 立 具有 无 穷 洁 量 超 中 立 型 
省 函 微分 方程 的 稳定 性 定理 。 

i C-ip:(— 05,07 —R', 9 ARAR), Co I9 EC oi 
在 、 有 连续 或 至 多 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 1]。 对 e CC, X lels 
supip(s)|, mH, ECAs {pEC; lol«H) C} = {ve 
Cuf C, ig(8-0), xH, |9(6— 0) [«H, 8x0), Peleo, 
0) P'YEZEH £38 SAARTE RN, WHE 09,0), E 
X £s(-—909,0]—R'392,08)  z(E0), (0)  &(E 0-0), 
0x0, 

TEC! E25) p ar IE IER 
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esf m RO. ERE. (12 
其 中 xER"，# 表 有 导数 , FO ERMA REA EDE ao) E 
RxC'Wffzitiit,og)£dE, WE. f(1,0,00 0, 

定义 1  AXRGPERCLDBUEBÉT XE. WPXD[EXRI.20, 870,40 4E 
0-Ó(t,,5)750, Epe Ci, ttf, [zerta O [ «L6, 

FJIRDE, WXRCORSSASOCOSUERE. 

ORRERA, HAG. LO. HO cCIh B, A 
limzCt;ty,9) = 0, WIE COPBTERERDERIUE, 

ads BUE WE FEHI 

OD — dedEdEfUGESECTGAGREEEA,, As, Ri) —5,(0) —0, (E 

FG m, sor eR CSI + Bot Zl) 

COD PEERI 05778 RACER R^,4(2 70 GI 08D, 
MB. Frak (o) AG Wes), 
定理 1 假设 存在 连续 画 数 VR xR">R+, W, RxR*—>R* 
BER, w, PE 
(d) mjra, eaw e|), 
(i) SjV(s,zG)p«VOt,n())0, ECO] 
«kDa QVO, xQDOXpES EET, A 


Vo Ch a(t EW SVG). (2) 
did JD 
4C) 9 W,OG,yO» . l (3) 
的 零 解 一 致 稳定 。 


WORF ARRE. 

证 BE (3) 的 零 解 一 至 稳定 ， BIHER 00, 存在 
UsC6)720, EAEE (I0, JRG CG ,Volte)) 的 右 行 最 大 解 
PCED = JG Ea y (60) ueE), Pla, 

FE) 0, EWL (ORO RR 1! tu, C00)], 

下 面 证 明 当 %?E€ Ci, tt kf 

Fetel ts ta PI) utt), 
alH Selist, P), VOD SVG, EGO), Yat A FE RAA B 


» 320 >» 


之 解 


g(t WO uS L, UR, 


Hn Ep Sye), 
Wjycto -limg,CO, WWA EVO Su OR St Rm =, 2, e 


成 立 。 
如 车 不 然 ， 则 存在 正 辖 数 m 及 实数 i>i, WEH fox 
时 ， V(s)scuaCG), VOED S uA CHO BEREIT 0, Ta —>t,(k 
一 oo 时 )， 满 足 ' 
VOLO mST. Rm1.2,7n 
从 而 VO zs pel E) 
1 


=W Ciis SC 8 — 
Ht 


SWG YOD +E, (D 


BH, Msat if, 
Idés)| LALU (y GOD kV), 
V(s) WET ) zW( |] 2 W (D «y, (8) < Us) 
z VC), 
而 当 to 所 3 所 #1 时， 
V(s) cu CH) En) = K), 
EPEC fi] WEG] = suplzGO], WH 


[$2 | ER Chim D + Rot liè l 
KA CUTIVE DGA AADO 
EID, 得 EO AD (VCU))], 
Z, sai, DEGO|xADu '(VGOT)], Bam dos 
VD EW (Ct, usa», - 
3X5 GR. MAVO MV COD, (2 0,, m-d,ze, HON t> 
QE, VODY Gue), Blü|zxCtsta,v)ice, Biol, CD 的 零 
解 一 致 稳定 。 证 毕 。 
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Aie OO SEREIBHSLUT ES ETE RADO PE RIF SEI RUIOEUR 
Oll) 存在 函数 Pp，R'-*>R EB F, ROxR'xRCORC, Wü 


d) pA, limp(t)= 0%, 
di) WHER M>0, limF(t, z, 105 00s, yuxM—50& 


GH) |f, Sni) «AC sup. le(s)] +k, (Sup ILOIP 
+ FCOt, xil], dé D, 

EHk RADADE X. 

定理 2 设 条 件 D, (OD, CD 成 立 ， 且 存在 连续 函数 V， 
到 + x 及 "一 ~ 及 + ， BEER, v, 使 

G) wr EV, a) VCI |), 

Gi) 对 任意 连续 国 数 N，R*-rR+， 当 

Vcs,z(s)) NC), | £5) | h[u7 ! GNCDODOTWIESEEPOD, EIR 
立时 ， 有 

Voytt rEFC VO SGN), 

其 中 F 满 足 ， 

(a) FO VY VOS -WV +g G)GQO0 +g QW, t> 
0, V0, WE, s—0nj, W,C020,000, GOD dE GEB 


gl) 0, [gwar< + g,C(D)umO0, limg,(1)—0, 


(b) [FCt V, N D- Fit, V, Nl xDRGO 8,1]IN,-N,', 
t, V, N,, N,zm0, KiBhCO0m0, [care +o, h,*h 3E 


负 常 对， 
(ii) 方程 (1) 的 堆 解 稳定 。 
Jj Jr 8i COBUSE RE PERE. 
证 ”因为 CD AFRE, FE =A), EN 1.20, 
PECah n 时 ， ECF = [EC D | «1, BIBLIO AI 
lèch «max(6, &0)j. 


3i 


jalim V(?,z(1)) 26, limV(t,z(f)) «0, limléct)| » p, 
tm 1—- 一 E 


me 


HERDO, PEG eLa, 使 
a tATu (Daku l, 
BT>=i o EiT, A 
VO, Bsp, 
iD] p+ +。 
MmHMrmTBE, e] euE, 
W[impC?) = co, WEET >T, BM >T, 时， KDRT, 


从 而 当 fzT, 时， 有 


sup [zxí(s)|«u^!'(8-p), 


LALE L E E-I 


šup ， |£(s)[ecp ru, 


BUE ES 
X ilimi C0 | = PREE IT. >T, hmT,-co, Bi 


[£T Pp p, 

所 以 ， 由 (II 得 
p-psxitqT,)sk;Dw (p) t.p cv] 
BF. Ex, Mri. 


EER ep, n=, mi 
psch,[u7!(9)] + kp), 
起 而 由 (了 下) 得 
pR[u-1(0)7, 
BRE, Mac T., spi R 
Vi(s,z(3)) x:0 + H, 
[£(s5) | sp + asck[u- 1 (0)] + as k[u-! (O 42], 
Hiig tT, t, 有 
POSEG, VE, €) 
LFV EVG) -[FO,VGD,8 eu) 
=F, V,V)| l 


= 323. 


sm Wa (VGE +g COG(OVCUO € 94€0QCQVGCO) 
HER C 1 h,3l8 «un - VCD], 


507 0, MEEK HV, di 


VK =ë- pu, VCK, + V.) 28-5, 


T-WAVE 8-—., Ks xK, + Vy, 


Bn sEAE ^], AERA iE EKn, Ka t VIE, 
inf W,.G)-2h48—9,00 sup Ž— Q(QV)z0, 


A "ru H; 


Man. MICUCGK + VJ 了 时， 有 


VOD xg GV th ta ta- Yet 
xg QM + 248, (E), 


HPG < sup GG) =MM。 由 此 即 得 


即 


VG * VK) VG) + "9 cods 


exp "ha Gods, 
. 
K 


H Kata n tUa 
MM. gCDods- 22] hCsods, (525 


Js, hi ELIO, coy w 


下 和 十 下 站 
im| 。 g;Godsz0, 


2 


[2E 
lim| h(s)ds - 0. 
K 


EGpen=o, e0, FA 


Mmes o, Wess 0。 
Ero 0, MEET: >T, HT, WEFT, B, 
OE — is VCI)sO H, 
inf Wi,(s)-E2h,n--9,0t) — sup 
LEE: 


一 上 | 


QC] 
ud 
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miWG), 


Bag, SpELT.BD Æ 
VDE WVE 9g, 0060700) 9100000) 
Th (Oo +k lote Vity| 
< WV) -2h,u c g,CUOQGQCID) 
+ GOV) € 2h, DR 


- -地 Ws(0) *g,CDOM 9 24h, CE), 


WART =T., fF; A 
VO) V (T) -TW LOG ST) 


十 m|. gds + 2af. hinds. 


HRAM, hi ELO, 0), WAT RA AK, 一 Ts 充分 大 
B. VOOM. ` 
从 而 "= 0， 再 由 人 得 Hmz(t)= 0, BOR FRERE AE. 
证 毕 。 
作为 上 述 定理 的 应 用 ， 我 们 讨论 下 述 中 立 型 积分 微分 方程 零 
解 的 稳定 性 。 
lE) = AzCÓ € Bis(p OO + B,8(p, (E) 


af C, (t= node + C,it -s)£CsMs, (6) 


JA BA, B, BQ4nxn RRE, OSP CG), p.4C(D «t, 
limp(1) = co, Cis CHETI, +2) Efn x np xESEXHER, 


[icio atc oo (i-1,2), 
Q 


RAWE, WEEEERBRERKA , A, d 
ATB + BA = -I, 
b (api orpe hials, 


定理 3 ”假设 
* 了 25 ， 


d) lim[t-p(/)]2 +œ, 
ue 
di) 1B,! + (CDd <I, 


dip 1-248] 32 [18,1 «Ki + £7 16:001 


-K[" ie, pdu oo, 

LAT + lB e [7 NC: ldu 
其 中 se 
1- [18h [eod] 


Woo) 的 零 解 渐 近 稳定 。 
证 令 
ko» = [iai + FIC ae + iB: fo, 
&. Co) [18 + | e oydu Jo, 
则 |4z(t = Bisan eo € BisQpa C0) 
ul C. - 2204s + f C,G - scd] 


sk, Cz, + E CER, D, 
故 ( 站 成 立 。 
HER, B GD 成 立 ，0 所 和 (2) +k), Wosk), Ag 
dD Ri., 


记 asf lade G=1,2, M ORN 


limq;(t) 20. (121,2). 
ELT 
[Azo + Bisci C Boe G0) 
«Tr C, (t - acds + [ Calit — f)áCs)ds 


* 3i6 ^ 


了 一 二 《1 
«| 4i «ante ‘Cu la | sup jets) 
B Petty rr 
t— tct? 
+| Bl+ f 1C. aod]. ,Sup | (8)| 
«E CRUSE MEN «T 
t—p irs 


«k, sup [x(s)D-cEk,€0 sup  !$()p 
bitresct pts) 


^0 Mes aolide is 
t—g cto 


x dut 


+ qr Cte + qt) la 
DRE, 
必 Vir) = wT Hz, u(|z|)-5,|z|*, VC|z[) =h |z|*, 则 


V Vau GO)? 
2zxT(O[ATB-& BA]z(1) 
*2zT(ORP)B[Bx(p, (£)) + B,s(p,OD) 


+| C (t= sjeisjds + Ü Cat cds | 


s — et) + ABIT co [8i lrcp CO] 
+ | | Bl iar CH)) | 


«isti JC, CE - sd [eC |ds 
" inei 1C, C - 1 2614s |. 


PASCI, VOEGDEN), i20) eK / FOU, w 
1 


EON E EERE OIE N Enel. 
因而 V (6) (t,x) 
<- [i -2 1B im d ena + | NC, 0) du 


+K” IC du [Iz1*«co. 
故 由 定理 1 知 (6) 的 零 解 一 致 稳定 。 
PUEI, Vic» «NOD, Heo | <h( JY) 
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. INO su IND 
mi ! EK < 
刚 EC38) Vo LIII i. 
BAV (uu GO») 

< AELB IN ex Bau + [7 16. co) jduo 
A 和 A] 1 a a D I 


42 
+EN| iC; Go lidu) 


ec" EIC GD + (0001 Idum, 
其 中 由 稳定 性 知 存在 常数 M， 合 


lecti EM, iD PSM, 


E F(t,V,N) = A ED 
È 


(ERI +B, IK 


+ [IC odu +K| "IC, jdu) 


+ 29, FM" Bj. 


其 让 o| NCD eC aD] duo (oont), 
t — $ ty 


m Fi EV, Vb 
1 Bl y. Bt 
= -[--48 | (1B. + KIB,| «p | €: a0 ]dw 


+f "Ie Cold) |v + 29, COM, B], 


TEGV, N D= FG ,V,N, [sh N-Na], 
mH 

Xo IP (as p exa, 
1 


从 而 


+ [We (wlan 
+ K[ ic, a2) [da ) 


AHER 2 知 (6》 的 零 解 渐 近 稳定 。 
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第 十 章 


泛 函 微分 方程 解 的 
渐 近 性 质 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 要 介绍 话 函 微分 方程 解 的 浙 近 性 质 其 中 
有 Lasalle 不 变性 原理 及 Yoshizawa 定理 在 无 穷 延 洁 方 程 中 的 推 
广 ， 以 及 某 些 类 型 的 泛 阔 微分 方程 解 的 浙 近 性 的 一 些 结果 。 


81 LaSalle Z EFGEE HER 
RFDE 中 的 椎 广 


在 第 六 章 8 Arnde Z6 fr Lasalle 不 变性 原理 在 有 界 欠 量 的 
REFDE 中 的 推广 , 文 [1301 将 这 种 思想 推广 到 Cvy 空 闻 上 的 无 穷 延 清 
的 RFDE 之 中 并 获得 Razumikhin 型 的 定理 。 

设 C 7 是 由 请 足 下 列 条 件 的 连 纺 画 数 所 组 成 的 空间 ， 

$: (—o0,0]--R' XESR, H limeto | 存在 ，?>>0。C， 
上 的 范 数 定义 为 

[e] = supe’ * j6(5) |. 

设 rCC((—905,A4], R), Az0. AHER 1 全 0， 定 久久 为 

m(s$)esz(i-S5, S0 

考虑 无 穷 延 名 的 自治 方程 

£7) = f(r),. OD 
其 中 六 C-AR. 
不 难 证 明 下 列 的 引 理 成 立 。 
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引 理 1 Rra DEFE 过 (0 和) 在 F0,cey 上 的 和 解 , £i 
道 (rs £20) ÆC EA YS (0.) EFF], foo. WI RACES 
LsO C- 05,01. EXE SEE PERIERE CC, (ES 
limz,, (T) 2 z(t) 
在 《- oo,0 1 HUE FERE DERI E 3 pL. Mom 
limz,, =f, 
512 车 r(docbinsp EE, $9 C, PRE VERA) 
VE (-co,0] ExkESE S EB TETECA, fa co {E lima, (Tt) 


=$(T) 在 《5%,0] 的 任何 兹 区 间 上 一 致 成 立 ， 其 中 ($8) 为 
zOD COBIoTRE TR AE, 

HE EEETICUGBEISEIE HUE KE DICMEX- 28:E EDS 
89, BEBE CQGUO, FARA FXHEHRBUI Y: (= co, 0) 
R”, 

(i) y, € (f), $€(- 05,00), 

Gi) yo Y 

Gi y DE (—-05,90 上 连续 可 微量 满足 方程 

$1) = f(y), 

此 外 。limad (x:($)，2($)) -0. 


Æx MAY, RRRA Liapunov mit, AVC.) 连续 且 
WE FINA 
RA, HE CC, v^0, 有 
sup PDEA Lo, 


其 中 ps) 为 正 值 连续 西数，p(0) =1, Mp t- -colf 301-0, 
p'C)z20.. 此 外, 又 存在 正 什 连续 函数 901)，9(C0) = 1,2817 — co 
时 9( 让 一 0，g (0) 宇 0， 使 得 当 sCR, !CR 时 满足 Fe+D x 
KOKE), 
现 考虑 集合 
EG) ($€G, sup PCOVESQO GO] 
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-supp(s)Vio(s)], t20). 
其 中 GEC,， 设 My(G) BREGO 的 最 大 不 变 子 集 ， 显 然 有 
设 Myr(G)={$EG: sup pO EOD» (GO)] 
-sup pGVELéG)], —- cocco), 
以 下 的 引 理 表明 了 所 考虑 的 函数 Y(z) 的 一 些 性 质 。 
引 理 4 车 Xz, (0 Gaok} ioo) dE (7 09,0] BU 1E — 
ERAR- -RAT (00, VEIzCD TM, :20, H 
lim sup| p(s)VEx, (52] 7 e, 
出 有 
sup pios Vrgcoo1-c. 
证 #C=0, MP2ERTIEDERESSO, 4 
0xlim pC)VEz,, ()]«lim. sup POs)VLz,, (5)1= 0, 
BllimV-z,, (1-70. MV[$G)1-70. SEC 9,01, 结论 成 立 。 
350720. BU, f 
M«p(-r) «S. üODsuppGoVUzG) < ze 
t& -tis 
Ma mr, 考察 
sup p(s)V[z,, (s)] = maxi sup pGOVEz,, C5)], 


sup p()VIz,.(G)], sup  POOVUs,, )]) 


于 上 上 一 


因为 sup 瑟 3?VFzi (3)]=SUD pT £OVLs())] 


rx-íia. 


«aC t,)sup KOVED «s. 
rx 


sup paVtz, (D]&p( 7r) M&S, 


—Faguis-fi 2 
故 当 = 足够 大 时 ， 

sup JS)VLY (5 一 sup B(ODVUs , LCS) ]. 

"b >f ti 
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Ami c=lim sup pOOVIz,, G1 


yo s ù 


-lim | sup p(G)Viz,, (3)] 


= sup fpQG)VLDyvG)]« sup pO) VL (823. 
一 ?IT 0 iz 
-FE MERLO, 69, A NODI [ESPISNOL,80 
Bf, 
sup p()VCéCoD ]«e- sup pOOVUz, C0] 


-aLuxiaun 
sE sup pOs)VIz, (52]. 
$no 即 得 sup pOOV[VGO]eze e. 由 工 及 8 的 任意 性 可 知 
sup KOVED JSe., S]g dE, 
引 理 5 #r)Æ (o, EHEAR Hn EC, 
则 Ct) &sup p(s)VEn G0 A di E SE PEG, 
证 dH. -04€60, feES,C( 05,0) f 
pO 0V (aC E, T3,)) g ty) En 
XE ECP CLIE PORE E RT AEn SESHETEHV. PERY 
xXESETEn Ag, Hn eatit 
DESV El I, tS m g( E, 0 — e, 
Hn Eika SCIO) g([.0 — 8, d lim g(tb)u gii, 


TH fc tih, Xp EXRBgeD 04s < E 
pCSOVExCÉ, t 8) ] gH) 一 
当 存 在 ts 的 一 个 子 列 趋 隆 零 时 ， 由 上 式 可 得 


gCG) CD VExC 212 lim 90s 


TUBRÍRIEiXTFEÉB Y, MEF,- fonch, wu 
Ss =5, ti i, 0, 
Mdfilsuss;«0, Sa Hia tats 故 由 p 的 单调 性 有 
pesg Vaita +s) ip(s VEC n + 5,5] 
Ot,) — 8, 
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C. 


XM 


P| 


WI SC g( t0 - e, gCEQOz lim g(t), 
所 以 lim g(55 = limscb. 


ük CD) 是 本 连续 函数 。 证 毕 

引进 6 b x( 科 是 方程 (I》 在 [0.00) 上 上 的 解 ， 则 对 £0, 
有 
LÍ TIOR BODV[x 0:2] 或 


D*(sup pisi ats) . 
dan (E8C02 — COO [VExCED] € P L1, Ex(£27, 
在 第 二 种 情形 有 YLzfty] = sup pOSVUmQ)], KE 


D*{ sup pCs)V, x,0822]3 
= lim {sup pSV æ uu (7)]- sup pGoVEn GO), 


V un] = im LVEsC h) -VUDI 
证 HERRERO, 
s, [sup pés)Vpr,,,]— sup pisoVi z,(s3]) 


- pir —Rh) 可 - 
= nus pér)V[omCi - v)] supp(s)Y ! xs) 了 


xz Lta ~ h)sup pOs)V[aCt +5)- ~ sup pOGOVL zs)]} 
沙 让 在 其 ho>>0， 使 
sup pGVEzCE 9] -sup pGs)VLaCE + 8)], 
MAHERE O.A £ 
sup PGO)VUxCER 8)] -sup PCSIYTLz t 5)], 
PAPEL 


HI PesIVv Ir sy |— sup pis zts)]} 
| rub 
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«(a Cc h) - 1)sup PG, 68]. 
sr f 
4&h--0*, mim 
D*isup p(s)V[xi(32] ) & — dCOO) * sup POVES], 


EER AFE, BPO RADO. d 
sup pes) Vim (s) ]«7sup pes VEsts)] 
-max(sup pOósjViax,(5)], sup PCSJTYLTmCS) 
z- 0 向 3 h 
= sup p(s)V mis) 
=m Veci £)]. 
WBESEGOO EL9,h1]。 由 此 式 令 h 一 0 就 得 
Virtt} i = sup péOs)VEox, Cs) ]. 
从 而 布 
i (sup p(GOVDUz (G1 — sup pOoVpsncs?]) 
«(aC - Opt VU E82 - VE (£3) 
- HEWL ct +J- VU O1) $aC- 8) 


fld Ch) -1Y. 003 


«GOV F4E)]-Vtco(f )1)aC- h) 


*de(qC 7h) -1YVExCO) 
25h 0* AA 
D*(sup p(s z,CS» D e ONT E] 
FG D]- 4(Q0VERG] 
- (8:00 — 4C VEO] - V (i Ez]. 
这 就 证 明了 引 理 
类 个 了 于 NM ,Parrottt1s21， 不 难 证 有 明 下 列 结 果 。， 
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5[:7 roo 的 定义 于 [0,50〉 上 的 解 ， 
如 果 lim sup pis)V(zCt  s)5 se, cu 4 o0. 
Wj3REi d.c. di 


limV[ r ta] — c, 


TAEDE EO N ERE 
EEL 没 存 在 Liupunov Vep WAP (D 的 正 不 变数 集 
GEC,, Hoéc GRVLéCO)] «sup pis) VL6CS) TI. E 
Vo OE {BD — CO VEA, 
Dij 356 € GH ERr EL 0,00) 全 有 定义 和 有 界 时 ， 有 
Q(6) C My (GYCE«(GG), 
Bir tco, m(507M&G) 
AE Dien. t> 0HEC, BIB RES, aha, 000) 
IF., "Wt. TE, H34 f—29 Bj, n(4)0-—20(05, EA 
Q($»c Gc, 
HFA, EAER F, 
D+ {sup pGcYVIzQOD0])s0, fz50, 


Mcsup pGVEU OJE ig3pXx E, CHR Mx 
lim sup pGDVLz (5215 c 


bE—9 ix 


TE, magma. WEITERE), 
sup PEVEC) =e, 
XGRHO(OBASHEPE, maD C200), MNT 
sup pis) V[zops]-e, 12-0, 
By EEG, Q(Ó) C E.CG), QUA) MK(G)CLE"(G), i, 
推论 4/0020, BAVOR T 8 EENAA, XR 
足下 列 的 条 件 ， 
(d) V(0)20, 0oz|z'«aH] Ven >o, aX dEÀ 
(dil V0) 20, Voyth) eamin g, ~ Cp(0) -ġ(0)] 
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Vec], AEG, 0 [ól.7a, H 
VAH = sup KOVED], 


Gii) 存在 连续 音调 于 加 通 数 ab Rt-R*, a(00 =b) 
=0, T 
ache lh «sup pos)VEécs)i«bclélp, HEC,, 


Wj CO 的 零 解 ) 关于 G rae 
WE Sime, Hiel so SENSE, sup ps) VEs CÓ) (521 


RA, JABR Gi 可知， 对 尾 给 86720. FE 000. [HUS 
lóg-0, PEG, [ado l«e, £ze0, MERE GFO 稳定 。 

HEM, MpEURABAUe!, cc, Duo 非 空 、 紧 、 不 变 ， 
Hs dox ood) 000) C ELCGO, Mati E fp e Qu, sup 
pG)Vz QD G) 18 AP i 

E PERG), (0:0, W sup pes) VEs (yis) = ei, 
tE- œ), 从 而 由 引 理 4 的 证 明 可 知 ， 存在 2L 0, B ofr 
EF, 


c=sup pG)V[o Qo 3?] sup pCs)VCæ:(4)(s)], 


Bb. 4EB KI, VIxQUOOTRÉBSSGEPEBEBLAVT c, ETE 
fo 使 Vie, 00001 = 一 SB pos) VL, (GO CO ] HZ fp CO. Bp 


Pien G2]1«70, 18533 —25 Td, VEL] 不 能 大 于 ec， 从 而 
VEDDE! = f BERUBCK E. BERDCÉV uU, (015 0,3808, 
WEAR el EC, A4) = (0). m0 —0, (705, Bp 
FE SETO 渐 近 稳定 。 
p 考虑 系统 

H= Fase) «| goza «sido, (2) 
EPF, R'—R'E, 9 在 (一 ,0) EMREHAN Ey 7 0, 

E lgésy|e " "dscza, 
Méx.nl0 Bo Fuco GB 27 mn beL pD 
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muc Ry A VI] pres JiR qa) sett, SER, M 
TE OE OH. 条件 dD 3 i LE "VIO(01 =sup gti 
VL6(s)]" Rf r 5001-7 leler”. E 

Fia D EDFA +| gods), 
ETETA VLéC0)] = sup ei VB), 


|é«o f. acoseoas | [oco |^ 10651 ew las 
- iecoi[^ goeree | ds 
«coit taco le- tds, 
Xm eu [seco + [^ ecoocoas | 


-a|ó(0]* -9(0 « | acecoaszso, 


鼓 对 这 种 四 ， 玉 .Ff$]-0。 由 推论 即 得 零 解 全 局 浙 近 稳定 . 

下 面 我 们 来 考察 在 什么 条 件 下 方程 (1) 的 解 当 fc 时 能 渐 
近 于 一 全 常数 。 为 此 ， 我 们 转 为 ETE AIR. VOSE 
(1》 的 解 当 1 一 = 时 趋 于 一 个 常数 ， 因 为 在 某 些 实际 例子 中 ,由 此 
如 可 导出 解 x(* BIETER EE 

对 于 满足 条 件 4 的 函数 F[z] 及 非 空 集 互 三 ( -co,0), di^ OD 
-(6€C,, VEAS] =V eI sCH), XH-(—95,0) 时 , 记 
ky = hA (CH), 

引 理 8 uff EIAS PEE OORXECOmiemS 
集 G 合 得， 对 任 便 EG， 当 xCB(*) 的 轨道 有 界 时 极限 

lim sup pCSOV Dx; (CB) 655] 


存在 ， 则 对 G 中 使 解 xC$)(*) 具 有 界 轨道 县 全 (四 ) 己 名 的 四， 有 极限 
式 成 立 ， 
lmv[z($})(1)1= lim sup pO)V ELECP) CS)}], 
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证 REGIM EIEE, [E 
limVrizió)ct121-7lim sup pGOVEz (dots)] Eio, 
TÉWkelO. HAED, MIFE n foo, [E 
Vir(G)fj—ac, 
Bhe. (OPARE E JRL. MRVE QUOD, x, (O9. 从 
WYE kr, Veco = sE- œ,0], ZB 
sup pG)Vty(s)] = a, 
Be” W5 EIAI 
suppis)ViéCs)- =C, 
这 就 产生 了 了 矛盾， 证 毕 。 
定理 2 设 存 讶 前 述 满 是 条 件 妇 的 函数 Vte@) 及 关于 方程 (1) 的 
正 不 变 闭 集 G， 使 得 
Ci) Vega- [p00 k U IVEGCQOO 1840 € GE V eo] 
suppr VCs) iks 
GD PEK, HAEG, Vré(1- sup p(V(6()) 及 


v CI Cp) -0 时 。 
MHG ££ dup [ERE CÓ CO RE R Ee, A 
Q($)t Ky(H), 
Ml 25 2e Br VES (BO COO TÁC T TE C, 
证 ByE, PEG drh (') 具 有 办 轨道 ， 由 定理 1， 
YEE), BPR — 1512250, 


sup p(3)V s, (4 (5)] = sup p(s) VDG)] Be. 


a$e-z0, WJV[vcs)]e0, $€ KH, DUFSOC 0, h3 
的 证 明 可 看 出 ， 存 在 六 o ġir 
sup PEV cQ OD] - sup pOOVU2 QUO] = C, 


erer, 


ELETT BTE, chi EJX mV x o (Oo REEERE r 的 区 间 
上 严格 地 小 于 ce， 也 不 能 在 任何 一 点 大 于 c。 亦 即 当 t RÉAECHT, 
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BAR VL Co CO T CRIBUK [o AA, REV, 
Vou 0389 H Vig G0(0128 
=sup pO» VEx, (9 (8) T. 
iHa PE CHO BD fS 
IOD EKA) 或 Virgli,- s) 182VCxQUO CE,2], 
8x0. 
注意 到 cO) 9G) ssO0. RAET YEK H), IH3[387 
RBW, :i—ooBJV[ x, (0G) TÉCPOE HR 
[£1 由 引 理 5 可 看 出 ， 若 0) 0, SE — 09 € Q(40 , ET 
Vieh Ct) ]= sup pGOVUr Q2 (3)] = sup pi) VE) ], PI, 


HR aE U]£ CR, V soo] EA, A meEK H), 
此 时 ， 去 掉 定 理 2 之 (ii)， 绪论 仍 成 立 。 
P2 考虑 纯 量 方程 
Fr = {i-e sty+ rt —r —x(fy)x(f 
-nyf erja- notes, (3) 


ERER. 
取 VCz) = yr, pc» s f^, ^. Msoi 


. gis) = e7, Sao 
e1, MsioHj, , 


BERVODOWEIÉAIRA, X 
Via,cdo-(-etó?(oo) - éco éó(- n 


—$*(0)6( -of e?'*|ó(s) — Aids, 
B TibbcGHééG9-supe^t"$(Cs)nR, 


—e"$*(9)- 600 —- r2), 
BG VisCóo x0, FESHER Via,CÓo = 0, Hl 
(779^ AODA c-r - é)6c 0) | FLETES 
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- é:oylds «0, 
M Wiz -e prt OG 一 站 三 人 (和 ó(—r) 0 


或 者 ) e?"*ld(s) — pM ds 9, 


当世 (07 = REG Orno dco c0, TENDER eG) 0), 
BcO, RIDE, PEK, AAHH N A404 iR. EER UP 
RB GO BIM-FGHBSSUE BSEC, AVIT, O00 78 cm. 
Mon) CO ET TER 

由 于 所 采用 的 Veo 具有 无 限 大 和 性质 即 当 1zl 一 so Bj 
Fo) 一 cs。 再 根据 定理 2 的 条 件 Go, EAE 的 解 有 界 。 这 
样 ， 我 们 实际 上 证 明了 方程 (3) 由 局 出 发 的 解 浙 近 于 常数 。 


$2 Yoshizawa 定理 在 泛 函 给 分 方程 中 的 推广 


T.Yoshizawa 在 他 的 专著 [133] 中 曾经 讨论 了 带 干 护 项 的 非 
自治 系统 的 解 的 正极 有 限 集 与 盯 自 治 系 统 的 半 不 变 全 的 关系 。 本 此 
介绍 文 [L134] 的 结果 ， 它 将 Yoshizawa 的 理论 推广 到 泛 范 微分 方 
程 之 中 。 并 且 在 较 广 泛 的 PZA ORETTE) PiE, ARR 
RAAR ERFDE 7553 RERURED E BURIHSDE SES FH 

1 相 空 间 理 论 
. 设 1 为 图 定 的 有 限 区 间 [ 一 +,0], 或 为 无 窃 区 间 ( 一 co ,01。 令 
B 是 贞 DXSR" 的 通 数 组 成 的 实 线 性 空间 ，、 具 有 半 范 数 |"!,， 且 8 
-B/j.| Ak —BanachZz [Hl xd (E fup A 2-0, E 

Fa= {2 II/[0, A]--R', 2(2 FP L0, AT E3EZE,. Hip dE 
a $c B, Et, = 0). 

证 如 满足 如 下 公理 

(D 存在 常数 K>0, 使 |9(0)1<KiB| ， un ugacg. 

di 对 一 切 2EFPs， 当 1C10,4] 有 时 ， 有 42,E 日 ， 朋 关于 1 
连续 。 

did 在 在 定义 于 K CEAN K O KARIA ES 
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Mics), fifEXétC Fa, OxoPxAB, 
I$, |; Ki - 0) sup]| 26s), *M(f—-o)[$.l&. 
grel 


我 们 用 9 表示 8E 日 所 在 的 等 价 类 Ell SB PIATHCD, 
Eé, peg, Wé = 节 (0)。 即 次 每 个 等 价 类 中 ， 存 在 相 联 系 的 
叭 一 的 $C0)。 

BAER x B 中 的 开 集 ，f/ :0 一 R"， 连 续 ， 称 关系 式 

£()-f(.r) . (1) 
A-AA ETISE, BARFDES, 0), 

Pece, ph (DEHE XE (0,490 € OdE Do, A] E 6 — A H8. 
Heop) -6,. BAELOG, A1 E200, 6 0 COMBO OO 

REHE. REDE fhill, p) B E far eds m $423; T2 

X=, 
rit) = p0) + È Fs,æds, to, 


ELTRo 
2 ERMA 
考虑 方程 
£(1)-f(,m)., (2) 
EE GDIR Q 上 连续 ，Q@ 是 8 中 的 开 集 。 
Bew, p (DEE, DRR BRKE. $ 


rs feta, tz). 
[ 


那么 于 是 如 中 的 闭 子 党 ， 我 们 称 它 为 zc, 有 (或 09 的 
ng 4 

Bike CI pTIRIEEEé oo, (Hx. 9. BubdEHLSE 
z(0,0)(1), t>o RAO EE RR CO, liz, C OQ" WIPT 必 
非 空 且 为 紧 集 。 

设 是 B 的 子 集 ，x EF,。， 若 对 性 给 的 e>>0， 总 存在 T>0， 
HiST, ENA, 6) RIRI i—i, e ET OQ. dU 


g>, 
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i. Gir F5: 
引 理 I eO E =o Ra T a E 
EE., BAT Aart REEM, iSM, 
9|382 AOL 4BOHm AE, e—a, ttoo, W 
AIEBAT BD CO, 
3 E 
讨论 定义 在 集 @ 上 的 方程 
(h= Hx (3) 
EMEONMCESE. MERN TMAE x 6, DREG) H- 
Trb, AARRE A6 A D E R R AeA AEMP, DE 
da TEM OS TEDRE R, MERRIER DEOD AA 始 问 
题 的 解 的 唯 -~ 性 ， 那 必 半 不 变 集 就 叫 收 方程 (3》 的 不 变 集 。 
引 理 3 ”考虑 方程 
SO = Hir) + UC, (43x 
JRBK-1,2,-,. H, B--R" H E, ge [0,4]—R'Jg iE E, 
ARD r OHEKO o E O RR EI UCO AJEA EX, 


4 
Hcr? 一 致 有 界 。2) eoe eB, | goldo, Kore, 


Mira 45g AECA E- Scl SEIS 00, RR ERR (O2 是 
方程 
(i= H(X), (5) 
p O EXEC, ALEME 
证 因为 {ff*' EAE- HARRA, WAFEE 
BEN Bit IOE BE RA, —5)4 C D0,À 1, 
[zi EN, m0 (1) «N, 
即 x (和 在 [0,%] 上 一 至 有 界 。 又 由 于 
WF) p 0) + HG? Xs |o tds, (6) 
Hl <N 了 时 ,了 (的 有 界 ， 所 以 zt (DO 在 C0,XJ 上 等 度 连续 。 
HrArzela-Ascoli 引 理 ， Æ C0, A] E, {1'80 (O) 存在 一 臻 
BARTEN. PIBA {rP 002. IRIS utc, 4 


«3d 5 


o UU (D, tcl, 
«bu , Gath, 
REAM), dipae JEA] E— RULATA a 
在 (6) 式 中 令 &>ce， 得 
zs oto co | Redds, t eco, M. 
引 理 得 证 。 
下 面 ， 我 们 还 假设 模 空 间 8 满足 如 下 公理 。 
公理 (iv) 1) I[-7,01. u EB 中 的 有 界 序列 B 
PORATA PEB, Hifa 6l; 0 no 
2)I12(-o, 0], BhfiC- oo, o) R, $,€ B, ERA 
ig, +œ) FÆ, [d, t0) A WR. 序列 foo, WA 
lim 2, (8) * $6), s€ (700,01, EL fefE BE BBICI E— S. 2 
含 着 PEB。 His, - $0, no. 
AERE, WHER, Cgi 
C= (ó:C- co, Q]--R", Egt lim eoo) 
满足 公理 (iv)， 其 中 范 数 19|e, = supe"|6(s)|， 
考虑 泛 卫 微分 方程 ， 
$£tiyzf(.c)--9(1.,2,5. CD 
Ropfc.do, gct,doTRxOLAiEBR. QA BHUQJTSE. Wu Hu 
XulQUIe,-o00)-R* zrCBje[o,-oo)l XE Bü, (ma t>o} 
45. ut 
F lat, soit «co. 


其 中 
_ so mr,01, I=[L -+,0], 
|-oo,0], I=- ce,01. 
S[H4 B/O. DIER CQ 中 的 有 界 集 ;上映 到 有 界 E., ro, 
PAD ÆTL, + ce) 上 的 解 ， 且 轨道 有 界 。 足 设 1f 脖 一 
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J 


X» pL: omma Nang H5. Rb A AYER C B. 
f£flimo, (2490. HASH d, fEBIL-r.,01051E— 


$t. 、 
进一步 ， | iam, HO», 
证 ddim(0,00 CORALA EA ERARO, TETEIE NEA 0, 
Ei- uico. eH 
Injek, Cu) mA. 
4&As-[-N.,0]0HL, Ne1.2,-. MA {2 GE AN 上 一 
致 有 界 。 又 根据 
PE) (004 | Fossa)dst+ | ots mods 


可 推出 m, (s) 在 4r 上 等 度 连续 。 
然后 利用 Arzela Ascoli g| 再 太 对 角 线 法 ， 可 找 到 一 子 序 
列 S,， 一 函数 #( SO, belim m, (9) = VG5,5€ T. EAE TE ATO] 


IT 一致。 显然 v0) ALEEA. HAM Gv), CB, H 
| 2 一 0x0, nx, FE, 
现在 ， 我 们 设 号 为 台中 的 闭 集 ， 方 程 (7) 中 的 六 t 8) 满足 下 列 

(a) JG, HER (9 中 的 有 界 集 } 映 到 有 界 集 。 对 于 加 ED9， 
Wico E,d Hch), mE pE EE 上 一致。 

(b) SHERHE, YER, (üfgOCe D DORITCS 00 20, 
Bfgiló—dwdis8(e,u0, Hitze TQ, p [fOuI il 
E, 

af RER, Ban DOEA 5b)， 于 人 么 对 于 属于 D opi 
紧 集 Q HY, HDERTRORTOGUXCE, RRT., 

定理 1 irio, p DEFIE) 上 的 解 轨道 有 
X, BATOH- MR, MRO, EELER Œ, b), 
MAr HDR ERRET 29 2 

ESET IEN, (8) 
ikQ sn — ETER, 
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证 ”因为 zt Sse p (D BGER S WI, e0Oo EE. 
FERRO CO, fr c QO RISE, gpEH2, D" 0..0"- 
中 :， 品 : 亦 是 B 中 的 紧 集 。 由 条 和 件 (a) ,Big 在 员 EET 96s TE 
EH) "EYkWERTIAMBLGESUNCK. Bouéconp, H*($5- 
HCÓ)CV, 713515 

设 yer 那么 vc. PEE — Ma ice, div, ey, 


Re oo, 
A Bg 
£(1)-H*(z,), (3) 
tt) =H* (x) +t Tf t+ te, m8) 
gitte mUÁÀ )- H*(z[* 3], a0) 


其 中 XC) =f) ÀR-1,2,- 

因为 日 *($) 有 界 ， 扬 以， 对 任意 % 沁 0， 方程 (9) 的 所 有 解 在 
cisi EEE., 

4 GEEF E teti t gtt fp, TAM )- Ht, 5, 


A 
DER, [lasci dtomt. koo, 


注意 x' (DEFC O x0 WE. 根据 引 理 3， 
{XA} 在 i0, 和 1 上 有 一 致 收 化 的 子 序 列 , 它 的 极限 疯 数 x2* CO JEU 
38 CO Bg xk CO ELO, ^7] E BUR, 

又 因为 xD PERR, WMA ET? Ca， 而 在 2 上， 
H*(6$) =H), W (由 是 方程 (8) 的 过 点 00, 吉 ) 在 50,%I 上 的 解 
且 z+ ET+。 由 的 任意 性 ， 得 T+ 是 (8) 的 半 不 变 沫 ， 定 理 得 证 。 

4 WRES 

作为 定理 工 的 诬 用 ， 可 以 得 到 解 的 渐 近 性 态 的 一 些 结果 。 

定理 2 dEDCQiCQ. QAFE, OOV BIE. WME FARE 
满足 

ti) XERx OQ, EFA Liapunov Eg] VCf,O00, BEVC, O03 
£k, VOd0z0, Vou OL ds 

QD AX T6CQ:;, 4i lim Vet, e) 5 Vré), HEQ, 的 任意 
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紧 集 上 一 致 ; 

Gl) fO, pT Ea), b) 

(Gv) slep D E] ROO JAR X QLIB E, HEE, 09) bA 
EKHM. WTR, >Q, >o), WES (6€QViuuux»-0l 
dEzs, 3fEH Ebr], mep ATEO EEA RRE S 
集 。 

证 根据 条 忻 (iv)， 引 理 4 及 引 理 1 可 得 ， 当 上 = comh, e 
D', dj]si2, Toe, MARRE, TAARE OEO A BS 
ES 

TFifRETuEBQEJEgS, HICE, Api oom, cz, 趋 于 方 
EOE HRADE, di b, WAPO, VOLxo 单调 
减少 有 下 界 ， 那 么 存在 C2>0， 使 dmVcic)-CRHOéeT, 


则 存在 foo， 二 是 jo VOe ) = C, 从 而 根据 条 件 ( 订 


diVGo-€, UERR HERE, MEVS ODD 0。 所 以 
V€E, WCE, EH. 


$3 茶 些 具体 汉 函 微分 方程 解 的 源 间 性 质 


近 十 多 年 米 ， 不 少数 学 家 对 具体 的 时 灌 或 时 超 微 分 方程 解 的 
新 近 履 质 进行 了 大 基 的 研究 ， 蓝 得 了 非常 丰富 的 成 困 。 在 这 一 节 
及 下 一 节 中 我 们 选择 一 部 分 介绍 给 读者 。 

1 一 阶 时 滞 徽 分 方程 解 的 渐 近 性 "“" 


Ed t E 
z^) IPT tT = 0, imd, (1) 
Et rl 0X, OREA n 数 ， Himpit) - 0, 
KRRB, Hf 
y+ pyG-T)=0, (2) 
当 pz, «pra 《3) 
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肘 ， 它 的 均一 个 解 站 六 >c 时 赵 于 零 。 这 是 内 为 (3) 式 鸽 得 (3) 的 
FMEA ERE TRR NER, iyo MÆRI 程 (327 的 
PAR, e € CO - 7,01, RO, WB E Xf rm 指 
数 佑 计 式 


yto Pp) ty Mejer uO, dm. (4) 
其 中 对 和 ?为 正常 数 。 
mM OPRIE 
z'(t)opz(i—tT)-h(D), fmi, (5) 
过 (ts 0) 的 解 ， 虽 有 如 下 的 指数 估计 式 
la CD etm max [h(s)|, (8) 
32:81 对 方程 
z^(i)-r(l—oOo()-0, Hf, (75 


其 中 0 soer ES. Hlimoec)-r-o. BUR 


JT 
— 8 
T! (85 


JW JP ERCO BU SET RS Ee NDS. 
证 UERCDRECOBMETGOR. Hof. 2T +2 使 得 
SD STI, tl. (9) 


rr <+, Pm, (10) 


AoRMTVGdENSEECOGBEeRAT- MAE, p-1. WHg(DO A 
yu'it)- y(f-1)-20, tt 
xbCGti.2, 0 BUÁR. HIC. yOD S St—oBDEÉPETDOE. WE 


zD xD uOD, Hz DW E D E 
z'(t)-z(f—T)-t(0l—-vt)—-t(f—G(P)), Et 


01) 
EAG. DHR, MémooxX, Hokp-1X 
h(s)-z(s—T)-—- x(s—O0(8)), 
则 有 有 |z D) eet rr?" max |x(s— 1) --x(s— c (s))], 
pitat 
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使 用 中 值 定 理 和 方程 (7)， 得 到 


[zs c) —x(s—o(5522| 


'e(5) rie’ C55] 


&cks—crfás—eococM., Ww, Sm 


B,- max [r(s)], 


Tamam, 


BU max jizx(8-T)-z2(:5—0(85))| 


[ITE EE 
s; max jio(s)— v|* max |2(s)| 
Tana Pam 
zz max lo(s)-T|[B.-4 max jz(s)| 1, 
degie t 


于 是 由 (12) 式 得 


[EA [A te i+r>t max |cfs) 


=T|EB, + max |z65.]. 
再 由 (10) 式 得 
eC yo] + 去 [B， + max 12(s)1]. 
Akt — TTL k STA 
[oO EIy D1 + CB, + max. l 
35. E XXE ALBURCA ft 33 00 48 
max [aC] «2 max |y(t)l + Bi, 


ARDARA KA., WEEB B, 
[eD B, tty 
Br EL O3218 
M 


(12) 


Jats) rdz(&—- 005221. 


G3 


IzC o] m dg 2B.-efitnr max lo(s)-r|, 


fae pon 


故 得 jmz(1) = 0。 证 毕 。 


定理 1 HFE) BxTO PDSR, xu 


348 = 


{pedt= ~, a4) 
lim[ peds 存在 并 且 


Dr 


limf p(s)ds < (155 


R2; fà C B9 — BEARES t0 oH EAT E. 
证 E u-cct)s | pesas, ffto, 
WERK EEKMA), X. 
ec-os [se | po- 上 posods 


uctus) 
-«-| DC S)ds, 


Oi 
FE o dor2oc(u- (077 pads). 
aniu} t 
取 变 换 z(w) = z(to- 04), BODEN 
eos z(u- | piss) = 0. (1855 
如 CN 一 下 


由 条 件 (15)， 知 方程 (16) 满足 引 理 1 的 假 设 。 因 此 Tim zu) = 
jimzct)=0。 证 毕 。 
方程 (1}; 的 解 称 为 是 据 动 的 ， 如 果 它 的 零点 无 界 且 deu 


解 。 
定理 2 HYE, RID O, N> ER, X4 
imj. Pd <1, 《17》 
则 方程 (1) 的 振动 解 当 i 一 co 时 趋 于 零 。 
证 EDATE, Htoo RATE., MWE 
在 一 序列 i. n=], 2"; "ELEM P 使 得 ti) =D, 但 在 
Castan ExCD S 0, E 


S,- max 


te x Rp. 


lect], n2 1,2, 
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HR EA t-on S, ATERT . BEE tn Pa E 全 = 
[550] (5,20, n=, 2 a MAGO 有 x(B,-12)-0, 6 
T,7 Max{t,, &,—T), N=1,2,*, Akt ,到 二 积分 (1} 得 

rË) = -人 p(syr(s — ros, (18) 


HFT ESS En dd ESTE nn FAs, GE 
Iso [7 pos) ets — v [ds 


«( max ic TU 7 pods, 
时 十 上 T 


"ric c7 * 


RE s%< (maxis s, [| "ponds, 
HOT, Saiak, pimeni, A 
ssi i p(s)ds, (19) 


现 取 一 数 # 使 

lim [postu 
WUMNIE4RK. HrnÉBNInSM, di 
i T dse 


Ta 


再 由 (19》 Af 


SE HS,- 1+ n=N, 


RAAT lims=0, ge, 
如 果 在 定理 2 的 假定 中 加 上 |，PCsyas= co， 则 方程 CO 的 


— Ui t-ocB ERRAT. Sd XL, WR OE CO 的 非 据 
3hB)H, [Hf— nA, Tt t ad)o TEM 
t> >ti ttii, (= —pODr(-t1)-0, Mr) Np tt 
时 为 非 增 函 数 。 因 此 有 
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za) os) tat -rf p(G)dsszs(1) - x(14) 


+Í piísr(is—r)ds-o, 


有 从 而 令 ! 一 < 时 便 导 出 矛盾 。 
概 据 以 上 的 分 析 并 结合 定理 2 便 有 十 面 的 结 
定理 3 ”对 于 方程 (1)， 如 果 f 宇 0， MM" # H. 


[. pdi = co 
ta 


m|  sdsci. 


则 方程 (1) Bj— 008b ioH AFE., 
M 考察 方程 


z/(f)-c-a(24cost)z(E — 222) =0, fz0, 

o<, (20) 
4p) -2a(24 cosi», Ji 

MO = co, | ap(5)d5= dan T, 
这 满足 定理 1 的 条 件 ， 故 方程 (20》 的 一 切 解 当 #->ce 时 趋 于 零 。 


例 2 考察 方程 
z^(1)--a(2-cosi)r(t—nzx)-0, i20, 


occa up 

4p(i)-acg(2- costo, Hj 
[penat =, f n(sds = 2a(xz +sint), 
Iu ier 


(295^ 


而 imf pís)ds- 2a 4 1)«1. 


这 满足 了 定理 3 的 条 件 ， 故 方程 (20) 'BQ— UEM f— oo BEESCTTE, 
2 一 类 二 阶 时 灌 微 分 方程 解 的 渐 近 性 
X138]. E1391. [140] aalihi T FA e 
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SrA PEETRE R HE FEL. 
(PY CED AaS s r(b 
(OD! ED epy CO) qXObD yXOD Oa(DRCy(g co» 
= f(t) 
EDE poha -qit)ye-f(t, g, aG 
Trix— Bh, RIMAT 的 结果 ， 它 讨论 了 比 上 述 方 
程 喝 为 广泛 的 方程 。 


CEEI e SN pRODogi GG 0D) 


了 一 站 
-cm€]gO00gG enG). (21) 


Hopreb. aec. g Oo, FODA ESRB, m. OD 为 连续 可 微 ， 
Mp r-0 BH], mq G00, S00 AF r WPT,  rODID, 
FG) d. FG) |dsti st. 

Jr fé 20 BU ffe COGMOS JE SEE MRO RERE FR, 
HEEP] limf, = co, dir( i20, TID 3ERESE 
的 。 

TERHI HEHE (21》 的 非 振动 解 和 操 动 解 的 渐 近 竹 
质 。 


© JEP aR pem vot 
Xm) 6 


人 "tam T. = ce， rt A70, 


G 3XH-0, 1, es n, p(D2m0, pi(-q 000, LE 
在 某 正 整数 如 OxlA«ln, HHfBOM EE REDE RR AE EJ PCIE AE CE 2,, 5/1]. 
GRE Bs - 656, j=1, 2, “s, za 为 正常 数 ， jco 时 ， D, sy, 
—60) 有 


S| Ei- ads = - co, (22) 
mM 


17a 1 
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GD oar (DAM, Osr;)P)m, 150, 1, ce, 8. 
则 方程 (31》 BUSTA 3EDR SURE OLTRE. 

证 BeO ETEC DEJISKA TI £T. T OBI 
m(i-r(O)70, «UERBO GO»ID0, 9GOC- 1,0070, 

由 于 方程 (21》 等 价 于 


LOOP D] € S piCODgionCGET 0,221 
Fe 


" 


+ DH ~ DING Tt tT, CDD 


下 一峰 
= f(E), (23D 
此 时 必 有 
imf Gn) - píGODgu GG - T.) ds«co (24) 


EL 


否则 ， 对 (23) 式 从 Ti 到 >T, 积 分 。 则 有 


rr (0 + M pO)9 GO -7 00») 


f-0 


<e- f GIG) 7 pis Ors 140) dS, 


Aio, HT Cb pnOOgGGO-cTO)D)m0, WIR rety 
1e-f 
— 055.5 


BA TDT 当 DTi M, cO) - v BPO ao 


t 1 
aT pa- f yj P. 
HOD, Atco, REIDI, FR. BOUCOH CDAS. 
由 (24) ÈE GD, Hf lim g,(z(t - 14()) 70. 
网 有 lima(f)-0. limz(t—v,(0) - 0, 
CEU, 4T, MEST if, (>E, HUPGCO 关于 工 单 调 不 
3X, MHT +M Af, mGO-UIODDgGLm0o. E. 
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Em, Xp dim x(DI2NID0.4h002t-n00, WD Oh 
-l1-T(0)20. MW ODYESE, ATR, Hlmh()-o9. MOW 
任意 的 f;， 总 可 取 到 ss， 使 KC(sy) Sty Mam zr m 


2N 


o 


关上 妊 ， 我 们 可 取 双 [ejy，5 J 满足 
Lia; 一 Tafay)) = Tiba Talb) IN. 而 对 {ELas,， byl, 


z( -Tit ; Hjh}, ap, boo, 
ETEA E. pi) 4quO0, HeD 进行 积分 ， 得 


row (2) + AGIA z(P TTC) ke, 


i ~ü 


Fo i 
HOS HoiG»z0, iir CO E 
BiPriOcÉ0, W 
FT) az) Gori Dok, 
Moby 6,096, fib, —a,— eX IEEE. QUI 
Vrat) 7 ph) ge = rads 


ba 
>D tac - pia GG- nds 


NELLE 


>g S DN (qus) — p, CS) )ds = + 00, 


这 与 (24) 式 矛盾 ， "T limz(£) - 0 
对 z(t<0 的 情形 向 样 可 证 ， 证 毕 。 
定理 2 8 
d» [各 =， 且 当 5-o 有 界 时 um, 
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(i) 对 i=0, 1, c. n, nOD. lmp ty=0. H pb 


TE, XLI bu apok}, [aieo -aas oy 


(Gi) 当 r| ARR, 'gaG|mix[, m% IE 85 

(iv) Oc M, 
Jur Rin BSDUN dRSuGDAR GA TE, 

证 Re 0 是 方程 (21) 的 一 个 非 振动 解 ， 不 妨 设 当 GT OB 
z(t, z(£—T,.0000, Wiigiixct-T;(0)220, 

tEBBISuBITP MERA R= 1, ee, n. — 都 有 
COAR. MORA CI), F limet) = 0 


再 证 Bmz(1) = 0， 为 此 ， 先 证 zt 有 界 。 
EROR, WARA, T, UWE: aj T <b;, (ap) 
zb) TS, Spe DUI, mODXTOOBN cra, 5,1, 


有 za), ijs'(a)290, z/(5,)«z0, jok, d,, 
bjs Ty, xtT Sod TI,. 

ERGE -a A UNO, EA Ab; aco, Bj 
b, 
[aito e Goa GG rs) ds 


(d 


>f ' » D&(S) — da CS) YGa CELS — vu Cs) ds 


& 
1 


1 b 
E Lacr,)| (p4 C3) ~ gals) ds- 00, 
2 ajy 


这 与 (24》 X. 
X Bob, 4s=) 


: 1 ds<A<oo, 
PCS) 


EMT, HF 
Mj = 人 'a^is)ds- [.'z'cods 
24 
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<| [x^ (s)]ds -| rs) * rs) 2^ C5» fds, 


r "d 


fü HjCauchy E 4r SEA, CÓ 


Mi «([ in las)? 
<f E "r(s)z" (s)?ds 
" £5 a 
b. 
=A; | Etrisoz" G02(8)2 — zs) (rCsoa^ (s))^ 1ds 


b " 
<A; | (5| Simia ons rs(s))) 
aj i-d 


eM dig Gs 0,090)) ~ fs) ds 


ead 


=A, [«tóp E npa, n0) ~ zay) 
i- ù 
Mn Ggg(z(a,—c,02,))) 


€ X | tat - KOOTA GG - nG))4s 


o” 


-E| nac - t0)» (ds 


1-10 ur 
b. 
-| ' f ésyse(s)ds], (25) 
*j 
HGD, GHPÜJRZEAGM. WA 
DD SACA IHD On 1) 
由 (24) 式 ， 当 ;充分 大 时 ， 可 使 


b 
f lS) ^ PE GOD OR — t, 09))2d8 


H 


«(8CÀ 4120 1))7! 
对 所 有 的 ;成 立 。 
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BEPFOOdEER WARAK, di 


1 
Id Lot 
B Ie lds < RT 


将 以 上 估计 代入 (25) 式 ， 册 有 


(f. [x^ (s) ds) <A| Ma 


1 
Lá M 
Arim Dm Vt 1) sa 


8CA VY ) 
1 


TmM;G +1) ACA FIMI) 4 1) 


， 1 ] 
8A - D 

b. 
Mi + LM, + im 人 C'e golds, 


ba, 
-Í ' [e^ Cs» [ds +M 
2j 


-1 
8 


AA 全 Jero dsa iM, ET «Mi +M; ). 


由 于 Mis MEGI 9835 R D uA 则 有 


1<3( 二 Le ed ). 


只 要 My>4， 则 右边 小 于 "A BATE, ROBE 
45. Brk, 

Riütlimz(£) = 0 

车 不 然 ， almere) -2e,7-0, 3 WITBL S] EERT ER BIa,, Ty, bj, 


Erla —x(b,) = (6,920, z'(b, x0, r(T,) z max 
ELG; n 
ESE HXtepa, bj sG) aË z* (nad 有 界 。 此 时 
Ba 
同样 有 su<| eoid. dk 
8j 
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ei (nta =f" 1 -dsf "reat (syds 
87 a, i < P(S) i, 


b 
=Á; 人 'Lér(s)a^ (SIT SY — (s) (riso CS) 7 ]ds 


« 4| Erb pb gb vp) 


r-u 


+ D (ai o pi DECI E= s GY)ds 
EPIS, * gi(ZC(S— T.C 2 2 )u ^ Csodis 
t, ' 
f zts)f Cs)ds | 
当 j 之 分 大 时 ， 同 样 可 使 
pE Ag k 12) !, tzan 


b. 
{ ! (q,G) — pis gr(ts — 1, ))0d8 


xEQUS2AKn)7* 
对 所 有 的 i 成 立 ， 
n FG) Idse; (32AE)71, 


i 


则 有 CHECIO 


«A [. en (AAK) €) 1 «gu C8) 


-nakei(32Àkn) ! 
+ $ EQIAg DO 0 1)) ! «g, 00 
r-10 


b 
| ' x^ (3) |ds + eg (3241071 | 


NS EN 1， 1. M , | 
< | SS 
0 
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È 
B e «| jæ’ s) lds 


得 到 矛盾 。 BA lime 13-0, 


对 X(t)<0 的 情形 同样 可 证 ， 证 毕 。 

从 定理 2 的 证 明 中 ， 我 们 有 

推论 1 车 将 定理 2 中 条 性 (ii》 融 为 
GD pnO»XR0, limp,(320, p; Ct) q,C 0, i=0, 1,4. 
Ln B3, 有 
[ oen c acoodsoe oo, Hxb-a—oo, M4 5-ao-col, 


(Eno qu(s))as 一 co。 其 余 条 件 不 变 ， 则 方程 (21) 的 所 
UE TT ER 
这 只 要 注意 到 


b 

| potsyr (s)m(s)ds = las, etb)? 
' b 

=p la; rta)? -| "pa S255) *ds) 


即 可 
轩 振 动 解 的 渐 近 人 性质 
r3 FEES 


; * ds 
e Due 


(D Fieco- 2icolds«coo, Ip CE B, 51,2, h, 
B35 Ni M, Fia - Tete asco, 


(ii 3]z1382) XM, gi) iemm|s], mA ERM, 
> 359 >» 


(QV) Qr.) E, limp: — ry 一 o5 
to 


则 方程 (21) 的 所 有 有 振动 解 趋 王 等， 非 振 动 解 的 极限 存在 《 指 为 
E UA Y SA. 
证 设 7( 了 ) 是 方程 (21) HRS, BEDAE. 用 反 

证 法 ， Ei HS, Wi[nT Hy $a P2515 ,. j=l, 2, trt, 使 得 zaz) 
-42(6,)—-0, H Elaa b), e) PEE, WM y= lri = 

max x, TT (25 fab, [z(t) EM H34}, 
reel 
SoD, boo, M,--95, 此 时 ， 我 们 有 

2M; = | Ito Fro I i aoas, 

利用 Cauchy 积 分 不 等 式 得 


u z ^; ds f°} 
M? f = Md r 2 
4 ix (f (s)lds)) Jr (s) ds, 


; _ f*'1 ds EM 
iu A; NS B. Lus (s) ds 


b. 
于 是 有 MB; <As | EOR 


— &(s)ir(s)x^(s))' ]ds 


[E 


b. * 
«A, | sc) [ X aat oco n» 


+ S ats t2) fs) jas. 
BUT g GU — T, (O2 ED, i 
[.scote coss GG 1G) 
os) go (Cs 14 (8))) s 
= [stas - Eoas, (28) 
因此 ， BLA [Ea pC) gs n» 


1 = 
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= mm )ps)g Gs- T:(5))) lds 
+ 上 

+ Hoa opas | Feoscods] 
9, 2 ^j 


* b 
«A, (X MmmM,| 1a -p1 (8) |ds 
1-4 5j 


b DEM 
&nBnM, |" p2tcoo]as e Mi (jas 
a "or 


1 


1, d ta 
-1p lds «M, ||" Ifcol ds). (27) 


内 条 性 Ci RACOR ETRE, s EOCK WP, up 


a b b. 
Mim xí "Ja«cs)- p, CS) |ds - M; f 4458) 
PELLI "i 
B. 
- isis eM, | ! eso] dsceM?, (28) 
UE 
其 中 c 为 某 常 数 。 


从 而 Bj A,cMT + A nBmM;B!, 


TUB 2M, «Bj «CA nmM B e V ATMTo: + JAM} P 
其 中 cl 2n5Bm, 


于 是 有 2« (Ajo, tv Ajoi TIAIG Je 


HO, jo, WEAUCRZDACTÓE, SGB TOROS. We 必定 
ANE. W| ke, 


车 此 时 lim Iz(1)|=e,>0, 则 可 取 到 4;、sy、5, 使 得 xCay) 
-20,)-0, lxsp|- max |z()|» ^ 且 当 上 夺 =cc 时 ,ay 
Rqutt r 
b S00. 
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$ b 由 
由 于 ed e^ cas] « |] ‘as |<| fletes). 
?q ur ‘j 


页 此 时 间 样 在 (26)》 式 成 立 。 因 此 ， 


h h 
Bi«A, [六 EAC f " |q«(8) ~ p; (8) |ds 
Del tF 


B 


n b. h 
+ [etta ie lau 
r=l ur T 


Ud 


一 ls; s) |as Zi l Ifs) 'ds |. 
显然 (28) KARR, H PM;=k, 
i G- Mgdol. Wr 


Bi EA,ck* + ABGB, 


ak ev SBI SFA BG + VATRO? T4A;ck!, 


4i co, NIA 0, J ifi SEHR es cO PE, dodo lim Ie (0 =0, 


即 证 明了 方程 (21) 的 振动 解 趋 于 零 。 


对 方程 (21》 HJERST), Fe) 的 极限 不 存在 ， 旭 存 
在 Pp， 使 imx(#)>p> limet), 4yC )Tcr(i)—p, WONG. 


注意 到 定理 3 中 实际 上 并 不 要 求 满足 条 件 x91(7) 220, H 要 求 
gi OUT x SLE GID EBERT E siGOOD gi OO t5, 


Wy toj fi 


(rCbg'cty)b' + Macs t- 10») 


+E qOHuOO- TiO)» fb 


Hj dan E. HM BOERRAKTE. Mem t Ryu. Rd v(t?) 一 0， 即 


* 362 。 


-y 


xD, ke RRR. IEE 
[EE] XEXSPHRARTERGD 改 为 


d^ 对 l1«ixn, [p <B, r pfs) ~ di) ds 
oo, LIKOD, 
X GD'odo«iem Impe, | ao as<oo， 对 
1<i<n,| lacs) = 0 (1450, 


或 diy” osien, ipsc <B, (C las) -pi on ideo, 
出 定理 3 的 结论 仍然 盛 立 。 


34 X GOD AEXEESA 
方程 解 的 渐 近 性 质 


近 十 年 来 ， 日 本 数学 家 [, Kusano, H.OuoseS$ Ao dd GK) 
线性 的 生男 微分 方程 解 的 渐 近 性 和 振动 性 作 了 深入 的 研究 。 得 到 
了 很 丰富 的 或 果 ， 例 如 [1523、[153]、[1547、[1553 等 等 。 但 他 
们 所 考虑 的 起“ 次 》 线 性 的 泛 阻 微分 方程 ， 都 是 内 含 一 个 偏差 变 
元 的 。 交 C156]，[14 和 2] 则 研究 了 多 个 偏差 变 元 的 二 阶 超 《次 》 线 
ftir E BRE EYE mE STE, 

"Fili r8 X 156280 88 5, 

EJ E34 E 


Ere (O7 + o9 FU zGS ODD es Ganl) 90, CE) 


RELE: 

cG) rCD XE aE E 

Gi) guOD, i21, 2, -, m, Pal, 2, c, nta 
5, BH [IBI Too; 
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(iii) f, Tig, ua, c5, ToS, H OTi, Da, t5 s,m) 
时 时 与 它们 同 号 ， i=], 2, v 


» Mis 


e. n, SOIN 


1—1 


定义 1 GEYPEEDQOOm0, i=1, 2, 


[BN rImRu;— Anay G-1,2 


Qc, MD, A 
fct, Tu Way, c, 2.) f Ct, Yis Has “sy Ya) (2) 
Zn È py 


则 称 7 是 超 线性 的 。 如 果 不 等 式 (2) 反 导 ， 则 称 / 是 次 线性 的 。 
"Fui HA Pagi 


R(t) = | T RE, osf Eo 


^ ds 
fy= — 
p SE . 


DiG, Ea, rE fi OR FO IGE 
引 理 1 设 t9. Hoe ODÉHEÉNDIESE. M 
FEET, ei, c, E 
z'(0m 9, 
exu) se  ROD, 


AE (r4, sOy G> 00. (i=1，2 
2, HIM "n) 


E uER. ETE, 1. jlx'O 0x0. 
jac Ar. Spp 18 
r(£)2 (D) - rU Qa! 0H) +f fG, dS = Q. 
WHr, FAF, ERR 


sy rr) cof, E -| PN fa, 
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Ko rc 4077 


2(908)))d8 las = 0. 


d fi— cc, fed- co, ELHMBUU. 

Ar) 00。 所 以 ， 存 在 CD 0, Er Ner XH EN, 
TPdtci00,4ü cO -eROD, 

j| 8 üE 


simo 设 | 24. «e. EsCORE CORB RORUE RI. ME 


EET, ci, c.p METR, 
aO) rz), ep D Ea eo,, 
证 dH. 00760400) 0, (i=1, 2, en m j=l; 
2, Uy n), 
4r VUE EAN 。 
1° 证 明 | poro, vg) ds + oo, 


ETR., B |, ocofa, z(g(s)))ds — co, 把 (E}) WS Mi 


HÆ, AA IKM Ah 
pitir (Ex (QD pd oF CE y e eE) 


+ pis)fts, z(igts)))ds- 9. (35 
Blimp Orn DZ H=, Mili, Ei DG, M0, E 


fk, ii, pri Eom" (EO M, 
pibe orb, BA: ,到 i 积分 得 


T(E) fi) in[ -2 |. 
a l 


HAP 0, MEAE- cco, BÍBA I. FED 成 
立 。 


2” 证 明 limz(1) = + oo 是 不 可 能 的 。 
ERR BME) = 上 ce。 把 (B) 从 f。 到 + 积分 得 


二 5 


POED =P OT Qu +| fe, ads =o, 
BiEROOD, PAi PHERS 
mity = EPE rE Ea Ga) pE x^ CH) 


+| [5; 翅 ; f ro, «(9 (9)))d6 Jas. "" 


HEHEH, pO) oo(Ó— 900), BpCto-- 0E f. 

3" WEBHSISERUAS— R4. 

(a) 首先 证 明 limz( ze BAT 

有 限 性 ，2” 已 证 。 下 面 和 证明 存在 性 。 若 不 然 ， 存 在 5 "dE 
limz(1) «£m limz(t) 


i 


ABLCBXEHRTU(DQ fo. WE 
TUO = 人 0, Li apap CELNE i, 
FE, PEDOT (E) HEC = z(2,). 
HIGORI', lim[ec OOS +e NJEE EOS AR, Bklimro 


GOT tt) Fz(É,) ETE, Hiie limet FTE, Halta) 


的 取 法 矛盾。 
(œ>) 证 明 3”"。 由 (4》 得 到 
z(t) Foto rt et) | Fl A fasado lds 
sra L PES} Jaia 


= pr oe (fy), 
w Fer, tit, >T, 4T— + oo 得 
ECE) +P un -全 cos z(gG)))ds- limz(T) 


所 以 eO epCOr oet C - p(s, aads > o, 


itg. c5) 
BU ICE) por) (Oo 0, E. 
4" ERAZO o 


- $66 * 


取 二 充分 大 ， 于 是 当主 {1 时 ， 仿 (4) 有 


Tf) ED HOF n os (E) opc rct, Qa (hi) 
-| [S| fent osos 
Ti rS) fi ? 


«m D top OGE CHO | Ea, 


XADRA, PEOD «ect oret ost o - | [xs J. 


f(8, 


z(g0) )d8 lds 0. 


A 
We Eo G <La, NA aSr Ej «op. 
Fet) 0, PAS, MORI 00 0 《不 然 归于 前 一 情 
EO RPL DOEI, >t, TUE 


SC I ot ) 2 


xii) t = 
(DID) EN "e 


D ott) 2a,p(t) 
5P 一 12 * 


引 理 证 毕 。 

[ 注 ]， 若 ztt) 是 (E) 的 最 终 负 解 ， 我 们 有 类 似 引 理 1， 引 2 
的 结果 ， 只 要 把 ec, 、c, 政 成 负数 ， 不 等 式 反 号 。 

em 设 ) -你 = + oo。 方程 (本 的 非 振动 解 的 产 近 性 质 
有 和 且 仪 有 以 下 三 种 类 型 : 

APER z(i) 040, riaz ity C+), 

ALH D z(1) 00, r(f)m'(1)-90A-0 (i-> 4 00). 

ARM s(t), r(P)0'(1)—0 — Cf +), 

Wo BJERE, sOOSgs (DRAS, MA dime 存在 
且 不 为 零 ， 故 内 有 

limt) = cc 万 0， 或 mx (1) = co, 

D 4üme( e, 不妨 设 c>0， 那么 最 终 有 z(t)>0， 
r(t)7' (1720, HAREE), CHE (HI 0, EBr (t AE 

LET TA 


3E, Brplhmrityxt DPE. nf PLREBB, GA imr CD) - 0, 


A^, LOT 69, HA rDV (O20, 于 是 ， 


POOS 。 两 边 积分 得 


zii» + oli co), GRETE. 
2) limra) = co, PRTG +o, Mlima) 存 
=+ o 


Tr. WRS DEW, lim PA = limrCt)z^ (D, 


R(t 
ri) 
EIEL, 0s- «os BRA 
limrct y' (1) = 0X0, melim z (0 =0， 
定理 得 证 。 
定理 设 | -E< + oo。 方程 (B) 的 非 振动 解 的 浙 近 性 质 
有 且 公 有 凡 下 三 种 类 型 ， 
AG  x(i)—cAxX0 (f +0), 
ASH x(1)—0, rCD z^ (0-7-70xX0 (fo 003 
ATP x(t)x0, rr (i)o (f o0), 


WE 从 引 理 2 的 证 明 中 得 Aq ii limzCtyfee B RUfflimztn =0, 
milime) = c 失 0。 又 根据 (BE) 的 性 质 mro OFERA J 
ES x limet) = 0B limrC nz! (所存 在 时 ， HP 4538 3: N 48 


r(t) , 网 
= 一 t 
,dim 5 Im rc DT (ÉD. 


REIA, RA 
limripr try=e 寺 0， 或 lim r(£)2^ (0) = co 


定理 得 证 。 
定理 al i 


na 5t Gsl, 2 oen DHA ER 
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PS Ral, JH DAGESRHA US 3E OU NEOU TE SEA RR 
[Reo xr, €, €, e, CO)|dt«oo, iE —es0. 


(6) 
XE oDEWE. Bein EAM EHE ZUfER. URS, 
HESEL FÆ, c cE 时 
xr’ (>00, 
e Ergul ED e, (021,2,-, My j=1,2,., 8), 
JHRCDOSREEZPRROO, MAn aR 
Rityrifæ (ty Rit brit e (t) —-xQUD T 8L) 


+| R(s)fts, x(gvs)»)ds- 0, 


~ | Roy, z(g(5)))ds« + oo, 


$k f 超 线性 时 [oxi Cis Cj, ce, Ci MESZ 十 oo 


f 次 线性 时 [ ROSAE, Cag Catty Cadi l co, 


TE. UCODpBen0, F EAE, 4 a t 者 次 线 。 


acC, 
选取 了 >e， 充 分 天 ， 使 


+a a 
[Rosa odi, 

EJ Vi GE 

za ROSC, :OCS ES 


+R DP aeg as, C73 


显然 (7) 的 解 是 人) 的 解 。 
[EBanachz:jRJCB[T,co). 所 有 有 上 界 连续 函数 z(f)， DT, co) 


« 369 。 


—R, Wg [el supizOD[. 
4RX S(rTCCBOT, co), ari), tT) 


那么 Xx 是 CB[T，oc) 中 的 有 界 凸 财 集 。 
HIFO: X—CB[T. oo) 


t +a 
(ODA) 2a È ROSC, mcaco»ds e Rc» NIC 


z(g(s))ods, 

ARUBSRE[T, e), guCGO TE 4xGauO)-rOD. 
Rig Hischauder 35 94 IER 3E uEBH 6 e X PATRA a 
d) éXCX, BIEX, HA M RTH, 


F 
aior) (i)a + f. RSF (S, zXig(s))s 


«aa 2[ Roos. c)ds«ca, 


Gi) PE, Ble,- r]o 00-900), z.€ X, DOR BARS BE 
以 >EX。 于 是 


Io 0n - coco | [I Ron EEG, m ca» ~ fs 


x(g(s))) |ds, 
Ei DT pé sd ir S XE, Jim fea, - Bel -0, 


di) OXHAK. MEIER on zCX)—BSU 5. HYEDE. 
-RF FEpETE EE AR, RUECUEBB Ae HERE SE PE, 
HEX, Q,:0,2T 


TOURI ODE) [ ROSG, z(g(s)))ds 
SRGD [fes mcaiods- Rat S Te, 
agds » Roof Gs, zig(s)y) ds HERCE) 
-REDIS fes agds 
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-R aof Fis, a(g(5))0ds, 


vé0, ATST, 使 | ROS, odsc t. 
所 以 ， SP GIRGIRTtN, 由 第 一 个 等 式 得 
PDGD doas ROG, z(g(5)))ds 


ne 


«e[ RESC, oyds<e. 
HTL SET +1 有 时， 内 第 二 个 等 式 得 
ICONNISCONMI <| REG, z(g(5)) )ds 


«Rao - Rao fe. rEg s 
RO) NIS z(9(5)))dss;aR- (T) RGH) - RC] 


*ARCT* «D[fa, ods, 


这 表明 存在 0 汪 0， 使 对 任意 YEX， 当 1+ =t, <0, 
[Bat — ODO LE 

根据 sohauder 不 动 点 原理 ，X 中 有 z* 使 gz* oct, ER 到 z*(1) 最 

终 是 (的 解 ， 所 以 (五 ) 存 在 4" 型 非 振动 解 。 和 定理 得 证 。 

定理 4 设 | ai = +00, fo i=l, 2, 7, mj &H 线 

TE, rap., SBGACEYKWEALZJBSR SUO] JE EXE (EO 


B | E fitt, ERGa), eRGIG COD, eRGGSCOD) |dt 


«ceo, Heri (8) 
证 dE WEECODOECODBIA ZI EXE 30 ELI E EC 0, 
GEIE DL (0c, FE 1; 及 两 个 正 数 c, c, 使 得 当 
iz, 
a^ (L0, 


371 * 


Rig (Do xz GO) sSc,RGu (t0) (i21, 23, e, M; 
j=1, 28. ous n), 


把 :E) 从 +; 到 + 积分 得 
OE Ct) ra Q4) a fes, siges) Yds - 0, 


^ NIC (gds Lo. 
Wo MEREN, f(t, ciR(g(1)))dt<+o, 
当 / 次 线性 时 ， [ra CRC dE + oo。 


充分 性 。 设 〈8) 中 的 e>>0。 当 / 超 钱 性 时 ， 令 e = 当 F 次 
£R TER, 4a =C, 

选取 T>a， 充 分 大 ， 使 |” f(t，cRg(1)))dt <t, 

考虑 积分 方程 

c) -aR(QD ofa x(9()))ds + RE) fife, 

ros ds. a) 

BRO 的 解 是 (E) 的 解 。 

作 Banaeh 空 间 cgLy，ce)。， 所 有 连续 函数 z(1) LT, 02) —-R, 


zc |e)| 
E sup gp «t9, fü delR-sUp RR。 


4X-(ceE€cQT, 0); aR(E)sz()«2aRQ(QD, zT) W 
人 么 是 ep[T，<co)? 中 的 有 界 凸 闭 集 。 

Bl gs,,(-- co, BIULTEXET, 20, HART SGCOOZT, 
(i21, 3, e, m, j51, 2, t, n), 

ETa Tib, wP-TscX, FEE dg Opog 一 种》 使 
aR(t)xz()s«2aR(), 

ELAT Xc T, oo. 


(be) (£) GRE) + ['acofG,scaG)»ds + Rf Fe, 


[yy 
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eg ds 
我 们 全 采用 sehaudsr 不 动 虑 原理 来 证 明 $ 在 文中 有 不 动态 。 
(d) éXCX, BzCX, MT 


aR( s (m) «aRG) + RL fis, c(gGs)))0ds 


xROO[G + NIC r(g(s)))dsisz2aR(tt), 


Gi) és. H les- mis-x0, mEX, AXTAR, WurcX, 
于 是 


Iz) ( ~ (5 CL ROO (fs, m» s, 


zfg9(3)) as， 由 勤 忠 格 控 制 收 敏 定理 得 ，| ox, — 3| 50. 

(dii) XWA R, BEIER or, 2E 后 一 致 有 界 ， 等 度 
连续 。 一 致 有 办 性 很 显然 ， 只 要 证 等 度 连续 性 。 

WT, FAR, 4b, 3. PT STici.-Tt 1B 
情况 。 

a, t >i ĉST', BG 


(t7 142) (1,) - GC 140) (0 = 下 { ROS, 
f.) Jr 


1 fı 
xoa]. Roc) f (5, (gd 


TIE) AS 一 
m +a 
2 fts, »cgc)»)ds -| f(s, z(g(s)))ds 


= 1 . 1 r" 
E RG) Ji ROSG, zigts)))ds 


n Rs} .[^" ROG 
+ | RGS f(s, rge) ds | CRGO — f (s, 


z(g(s))ds 
ba Tom 
«[ fios, s(g(s)))ds -[ ju, x(g(s)D)ds., 


b, T«f liseT'-i1, RHE 


3735 


(OR é3 CH) - CR! m CE) 


4 


— E u 1 ta . 
Em RG) J, RCSF (S, 2 (9G) )ds 


1 ta 
+ rag, ROE, (gD) ds 


+{ fs, w(gis)))ds, 


这 样 ， 我 们 就 可以 证 明 ¥e 半 0， 存 在 608) Dg Xj—UIv c X, 
3 jt1,-1; | xeéBp 

[ CR- d) (1) ~ (Rotory CE 0] 8. 

即 半 相对 紧 。 由 schauder 不 动 点 原理 , (qXEXWURHTRADED. T 
是 (EF) 有 和 AA5 型 非 振动 解 。 证 毕 。 
定理 5 &[ eros, HT i=], 2. c, M, H d 
Hk, Ski, 38 LGPERCOEDA AGE JEU 258209 JESSZK MEE 

[Tow] Era, e, 0, o, cOldi c oo, XH —63 0. 

(105 

WE LEH. Bra) Æ (8) 的 A WIRD., MdB 

r(f)70, 根据 引 理 2 的 1” 


Poore, sg ))dt« 4 co, 
RRR, BEEN? Cin Cp, 使 得 EIIISSEEIP Hj, 


eme. f=1 2, c, my j=l 2, eu 8), NE, 
当 / 超 线性 时 ， INCOLE edic oo, 
x WARME, fora, edic + eo, 

dE BE. ROO BAEJeO, 4RN, 取 e= 3 xf 


线性 时 ， 取 a = c。 
= 374e» 


+ 
ERT Ak. dE f. pO C, e dte, 
考虑 积分 方程 ， 
z(i)-a-ep(ti) II rgi) Ods +E ofe, 


rg Yds, 1 

fR 84 E CL B fd CE B TE, 

fgBanachzz|HCBUT, co): —Updg 9E ER Ra), [了 ,co) 
>R, GENE -supiz(Dl. 

ARX = {xE CBIT, +o); a«r(t)«2a, tT) 
MAXECBT, Œœ p hA R BJ. 

tE Tọ: X-CB[T, oo. 

CORTET RIO zeds | Pocs, 


xf(9(S)) )qs 
Hp, HEELT, c), 9400 «TW, TASET) 
EMAER, PERASA. M 〈E) 存 在 4- 型 非 振 
动 解 。 定 理 证 毕 。 


Eus 设 | yato fo del Los nEDERSA 
性 ， 或 次 线性 ， 那 么 (E) 有 A :型 非 振动 解 的 充 要 条 件 是 


中 


[| fiction onsec co» dr e os xt 


C30, (12) 
证 ”必要 性 。 设 区 1 是 (BE) 的 45 型 非 振动 解 。 即 有 2 一 0， 


XD -es0 (fo 000, Piteo, HÉSGATRXEIESE;, c 
Cs. Rtt R 
CPCI EEG CODD ECP Ga (GC, 
i-1, 2. ce. Mi j=1, 2o oen A 


RESE RiR -re pd), (mi, 
. 375. 


~ =r Cs tete 
X ‖ f, eg ds raD) =D (D 
rt R E] E Cas 


- [76 EGES + oo, 
dk SARRE [ es eog ds< + os 
Ex 
当 f 次 线性 时 ，| fes cP) ds «cc. 


Ji^ fk, EO PR O0, 车 /超级 性 , 令 4= 2 车/ 次 线性 ， 
仿 0= 0。 
选取 充分 大 的 TY， 使 (7a. epcgit dt <5. 


mz(i)-ap(t e pct) (fe. stigis) ) dds 十 | ecoyfes， 
z(g(s)))ds, osa 
fgBanschzzüü]e,D T, coo; PAER A). CT, oo) 一 RR， 
4 |z(£)] -sunl 25] 
使 得 sup (D «coo, RE lelle Sup cis 
ARX-(rCoe,IT, oo) ap(i)sz(x2ap(t), tT), 
FEXAc T, o pA SS Bd. 
Ag (Eoo H eo, 所 以 存在 To >48, NMELERTWI GOAT, 
(1-1, 2. e, Mi i=l, 2s cns 从 
*XDPrCX, 4dEDT. TLEER RO ONDE — Bp ct) 
arita apl 
作 算 子 站 ; Ke, T, 00), 


(Qx)(1)- opt E) «eco fe, z(9(5)))ds+ | o DFS, 


TGS 2)ds, 
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那么 与 定理 4 类 似 可 证 ，$ 在 下 中 有 丰 动 点 。 即 (B) 存 在 4: 型 
非 欣 动 解 。 告 理 证 毕 。 

次 [142] 考 虚 了 更 为 广泛 的 二 阶 汉 函 微 分 方程 

[a 

y(h, C55 =0, (145 
't B PETER SE PLE DILE EUER CLP RAI XUI rCO y^ CO BOR dE 
REER Og OD. RETE 

(D PARECE) M E eS m 0 WT EEIE fü; 

Gi M Otea kk, S4 t t oomh P) 4 00, 
i-1,2,-5,m 

(di) 函数 9(z) 为 连续 且 严 格 单调 增加 ， s(00-20, 当 u> 
t ocol]g(u)— X co, 

v) PEERAA B dl EXE EE BUIE Ho 9668 971 C7 0) 
zockg(u)ERg (uv)s«Bg qug! ()3 

(v? BEEF V yo URINE e ES. Hy: 
Yonn nA E dg S. 

[ea 一 条 件 ] 如 果 存 在 一 正 数 x 使 得 对 性 何 Sz 数 & 和 "都 有 
g-iQuo)-ag-'(u)g7 GO, MERI ca) Wi iEa— A E 

下 而 介绍 方程 414) 的 解 的 渐 近 和 性质 ， 由 于 证 明 占 篇 幅 较 多 ， 
故 内 介绍 结果 ， 不 予 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 林 参 看 [142]。 


(1) le Gs )gt 之 + oo 的 情形 


inf oeiy )as. 

38|333 若 yit) 是 方程 (14) 的 非 振动 解 ， 则 y COD IEEE SOS 
ERRA f. 

3384 iy DJIEZEFECLO BREST SURE, WI limp CE) EFE 
而 且 有 限 。 

引 理 5 车 y(t) 为 方程 (4) 玖 最 终 正 解 ( 景 终 负 解 ), 且 9g-!(w; 
满足 < 一 条 性 ， 见 必 存 在 正 数 a，,，44, 及 二 宇 06 ,使 得 当 1 守 to 时 ,有 
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如 有 人 ay Ea, Cea, ay Deap), 
避 理 6 yOOX APERCUAD BUE SEE RD EZ EO 


[s [é f.. |f (s,yiRi(s22,- sg») Jds |a: 


< 居士 ceo。 
X] 3E AK B1 om oU T Eu GE, 
定理 6 ”方程 (14? 的 非 振 动 解 的 渐 近 性 质 有 且 仅 有 了 以 下 四 种 
类 型 ， 当 i> 时 ， 
ARE. yc RRO S0, rODS(O (OD ROO, 
ASH g(ii)-ceX0, r(i)gig! Ci3)o»o0j 
AUS, yit), rC(DgQ! O5, 
ASHI, g(D)--0, CPE CE), 
Bo aeath, MAR pR BAAN, 
定理 7 车 /为 超 线 性 或 次 线性 ， 则 方程 614)? 存 在 4t 型 dE 3x 
动 解 的 充 要 条 性 为 
{fifes0 sO dt om 


对 某 一 个 5c 寺 0 成 立 。 
定理 8 ”车 1 为 直线 性 或 次 线性 , 风 方 程 (14) 存 在 4 型 非 振 动 
解 的 充 要 条 性 为 


[Taero ld£ = + 吕 对 基 一 个 c 寺 0 成 立 ， 


及 | b. HODUE ids et oox 某 一 


TREOIR 
定理 9 车 7! 为 趣 线 性 或 次 线性 , 且 9- O4 ERRE 
2 一 条 件 ， 则 方程 14) 有 4 型 非 振动 解 的 充 取 条 性 为 


[eoo o oot») dt eo 


对 某 一 个 ec 去 0 成 立 。 
比 外 ， 如 果 我 们 具 考 虚 方 程 (14) 的 解 y(7) 赵 于 非 零 常数 的 情 


= F378 


E, eve runs. 
定理 10 车 /为 超 线 性 或 次 线性 ， 则 方程 (14? 存 在 人 < 型 《〈 即 
Hmyt f) = ce 大 0) 非 振动 解 yc?) 的 充 要 条 件 为 
[L6 f, |f (8,0,0, 77,0) |ds at « co 
Heet, 


a» [e Cir )Mt = + co 的 情形 


v 
aces os xs )ds 


引 理 7 设 g-!1(w) 满 是 4 一 条 件 ， 若 y(t) 是 方程 (14) 的 最 终 正 

RRR, WEEER e AT, ERAT, A 
P DSO (y^ GO) 

E e, xy ar) (oO eG Ryo 01. 

定理 11 设 9-!:(w) 满 足 6 一 条 件 , 则 方程 (14) 的 非 振 动 解 的 浙 
近 状 态 有 且 仅 有 下 列 三 种 类 型 ， 当 + 一 co 时 

ALH, y(b—ceCE30 0, EI 000. 

ACE. yo rgy (109-070, 

ANS. y(t) 0, r(E)9(g' CE 2), 

定理 12 GS AERERKAE, JUDTERCIAYXE ACHETER zii 
解 的 充 要 条 件 为 


Fe Ds emo 


对 某 一 个 c 去 0 成 立 。 
定理 13 By '(w) 有 连续 导数 旦 满足 0 一 条 件 , 车 /为 趋 线 性 
或 次 线性 ， 风 方程 (14) 有 4 型 非 振动 解 的 充 要 条 件 为 


十 四 
| IF, eG (2) 5 Gh CH))) |df « + 9o 
对 某 一 个 C 天 0 成 证 。 
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第 十 一 章 


泛 函 微分 方程 的 
振动 理论 


关于 泛 范 微分 方程 解 的 振动 理论 , 近 十 多 年 来 发 展 相当 迅速 ， 
共 线 性 至 超 (次 ?线性 、 非 线性 ， 有 从 一 阶 到 高 防 ， 从 清 量 的 分 散 分 
布 到 连续 分 布 ， 都 有 非常 丰富 的 成 果 ， 在 这 里 我 们 只 能 选取 其 中 
少数 的 一 部 份 窗 读者 介绍 。 

首先 我 们 介绍 泛 函 微分 方程 解 的 振动 定义 。 

ENI BrE ERA ARERR, ,如 果 z(6 不 是 最 终 
Tt, BOXE FAS (0, mfo, He) = 0, 则 称 z(t) 


是 此 方程 的 一 个 振动 解 ， 或 称 解 x(?) 是 气动 的 ， 和 否则 ， 则 称 x(1) 
E ARRIER SR, NAE O EER IBS. 

定义 2 WE--AERARIIERN AERA TRE 振 动 
的 ， 则 称 此 方程 为 振动 。 


$1 一 阶 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 


LJ ein F EAk E UI E ir T YE PEE 


y (OO racto)g(t) + polog(t )«:0, (D 
y'ci)vattogci) Apiye- 1)z 0, 12) 
y'Cctocatt)g(i) e pribg(t -1) 0. (8) 


SO HB OACHAE, r>, POO >A ER. 
引 理 1 duum 
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a (s)ds) (42 


' 1 
limf ponds NES (- limf 


及 imf — poas> o, (5) 


MORARE EAE 

WE HERI, (DETRE GO, dH tggCoO— 
0, RAŽI RES, PRG IS E. TE, AYU -T 0 由 (1T)， 
Apt -tHRIg^ (O0, BUE IDU,T-20HP UC y - D 
置 


Ways 了 全， [ITE t6) 
WIWQDILY, it, +r, BYDRA, Uu 
ro) ADW <0, >t 2t, 0» 


肥 上 - 工 到 + 积分 467) 的 两 进 得 - 
loggt) -logyct =r) | a(s)ds 
«f pés)W(s)dsszQ, >ti 3T, 
t-r 
由 (6)， 有 logW oom awase | powod, 


tt 十 3 (8) 
现 由 i 一 tT/2 双 1 对 (1) 积 分 并 注意 到 y(t+) 的 递减 性 ， 便 得 


T : 
— Lc sd 
y(t) - y(t DETTO) a ds 
«gai- nn. ; pdst, Pf. tv. 


E LsAEEEDUCORyG- 7/2, WE 
1-30 af a(s)ds 
teri 


十 2 ; pisodsszo (9) 
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yi) ' a(sods 
一 下 “和 


g- WD. 
RYG-UE Dt - 723) 
Oyst) r dse € 
x 1 
wt -T/2) , Ones, 2 


4 inch -4. 
MAS n fX WuROGEB. SLAPEDRRHROEXRE SI BH. 
情形 1 * 为 有 限 ， 对 ‘8》 式 两 边 取 下 极限 得 


og >lim|, a(s)ds + (Kk — 2:10 pisos, 


于 一 mo 


其 中 e 这 分 地 小 ， 丙 此 
log ~ sim| EX a(s)ds, 


了 一 D 


HT maxi IogÀ 一 Mim psods } 
i21 T—-wJtft-r 
= -1og(limf msds ) - 


所 以 los(lm|  pesds)e-1-lim[ aCs)ds 


或 
imf ads), 


imf pcs ds« 1 一 z EP (- an 


xx I CDIP TÉ 
情形 2，^ 为 无 狠 ， 即 


A 


HAEE, REAA T 
y(t-1/2) _ 
1e Y) 


lim HT) aos 
因此 和 局 . 
XU Go IB 
ATARE WS PIE. WEMA. 
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HE PEBOUET PIE OE E MORTE MR 

证 DES DIEM, E -u 0D SECOmA,. Bap 1 
AUC i E f 

根据 引 理 1 和 2， 如 果 方 程 (3) 没 有 最 终 正 解 和 最 终 负 解 , 则 几 
然 导 出 如 下 的 结果 

定理 1 ”如果 满足 引 理 1 的 条 件 ， 则 方程 (3) 为 振动 

下 面 我 们 考察 (1)、(2)、(3) 的 畦 殊 情形 , 即 ac1) 和 《和 分别 
ATE gomo, 2250, PL. 


uG) -ay(t) - py( —r)sc0, GA 
y'(i) s ay(t) + pytt —r2220, (2)* 
U'(i)ray(i)-npy(f mT = DD, {3)7 
EH OREA 
ple, az, (11) 
定理 2 HE 
prale, a0, (12) 


则 《1)7 育 最 终 正 解 
O BRANE, 
CUE-E I ri A 
证 HASUECORARAIEB MERO HAA Y) = et 形 
或 的 解 ， 则 有 
FODS} +a 4 pei «6, 
HO», B 


F(-1-a)- -L-axaagetirm ro doa lug, 


Etc FEE e- p/:3)f . 
BHE, (V PERM -eOr 


最 后 ， 由 于 FC0)>>0， (~ 汪 ~q) <0， 散 存在 一 个 在 区 区 


s 383» 


[-1.5, o] E ie oe GO ^S de atf 证 毕 。 


通过 上 述 的 结果 ， 我 们 便 立 即 等 到 下 面 的 凋 论 
定理 3 E 
(DBA REC E RE, 
CHE EE LP on 
(3)" 汶 振动 
的 充分 必要 条 件 为 
prz le7*t, a0, 
Bu 方程 
y Oo) y(t-—)- 0. 
B Hd uy CD sint Ay (DO =cost， 我 们 进一步 考察 ,可 厢 
出 条 性 (31 是 得 下 满 足 的 ， 故 此 方程 的 所 有 解 均 为 振动 。 
DERA RS SAXLA. 


$2 二 阶 汉 函 做 分 方程 解 的 振动 性 


关于 证 陋 微 分 方程 解 的 振动 性 的 研究 ， 以 二 阶 方程 最 受 人 和 们 
的 注意 ， 因 此 也 被 研究 得 比较 深入 和 广泛 ， 我 们 在 此 只 能 介绍 少 
数 的 一 些 结 果 ， 但 它们 是 比较 新 的 。 

壮 先 考 虚 时 油 微 分 方程 

y'ct) ~ avy Cp’ ait) jy(t 212 - 0. (1) 
定理 1 BEG) D20 E, CCR'.p. CM GECÉ 
E, H 
pre 1 (2 
33r Fé o i - Ur dE SE EOS E REDE SOR 3D. 

证 PARTE, IDEEA RRV ,使 得 当 t, 完 分 大 时 
By, >te TdEMIDÍI.-2TBpyg( —21070. 由 CD, 
Mei. 2rBg4" 0070, AYOYE R U (DSO, 
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HoxD-:y'(i)-p2py(f v), (3) 
Wijrifrif;ESRA HIDE A. NOGOWIZDRS. $5 
w=) py (E — 12, 
于 是 有 
TF T= Py (~ r+ py'(t— i) 
-Piy(t -2r)=a(t)y(t) 
-gDy(i—2:)z0, 
Hp c(t) + prit- Tt)>0, (4) 
出 条 人 性 pre>>1 及 81 的 定理 3， 知 (分 没有 最 终 负 解 .这 与 (37 式 了 矛 
盾 ， 改 定理 的 绪论 成 立 ， 证 毕 。 
下 面 考 察 方程 
HG aty- p C'g(t 27) 20, (5) 
定理 2 BEPC) S0, POSA, ER, TH 
正常 数 ， 如 果 8I 的 引 理 1 的 条 人 性 (和 、(5) 成 立 ， 且 
DOPO - pt 10 P' (E020, (6) 
Vn] 75 i C5) ffi — BI AE RE 7 FARRA A 
证 WHERE. WDÉTYECOOBNIL-'7TOR Ry O, Bo y 
KREAS, tff, BORED (oco, S 
z(i)-y'(O)-pODoy(t-T), (D 
MeOH EDARAN, SECO ROS C 
z'(i)ey'(b)—-p'Ct)y(t—- 1)— p(t0g' (1 —T), 
我 们 有 
TI DTI PCV-T) 
-pODy'it- Tt)+p ty it-T) 
—ptop(t — 25g(1 — 21) 
2a yb) ep (gy t-20) 
-p'GOgy(t - 7) 
-DObp(i-cz)y(i—20) 
za(t)g(t)-pOD[ pO) — pit 
-rT)ly(?—-2t1)—zp'Coiuy(t ^ 1) 
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zppppoo-pot-tvt)]ly(!—-215 
—-p'ity(t-cr, 
Tg, y/O«0, BEDAE. eH 
OCt -TH i —21), 
Xi, $8 
PEEP- DUE — 2) Jg(1 - 21 222 (tt - 7) 
因此 s (D +p = Td, 
RiR $ PRSE? A D TESITRSESRBUR Ex £t M EAT 
看 ， 从 面 定理 得 证 
以 上 的 结果 引 自 文 [144]。 
CFIESRAIAE EJ ERCOR TTD E. 其 中 定理 83、4、 
5、6 引 自 交 [143J 及 [1463 
"FEE e Ere RE TE BRL AY JE 
9g" Cy CDD F FO VO GOOD) y O»,g'iat 0) 29, 
(85 
其 中 gt uo FOSSE ri Tas” pOD a ESREREES, 28 
i—i o, fT XE 
TEODOR- RE IE SE P 12 88 — BT EE 9 02325 E GERE RE RU 


fà 
y" G) Y fG,gODsOQO)).y'Go,y/(G00))250 00D 
是 它 的 一 种 特殊 情形 
我 们 以 后 说 方程 (8) 的 解 ， 邵 是 指 那 些 在 某 攻 闻 [e，ce)? 上 在 
在 ， 夯 且 具 有 一 阶 连 续 导 数 的 那些 解 ， 其 他 的 解 一 律 不 在 考虑 之 
列 。 
为 简便 起 见 ， 记 
fauc DI Ole» - FOOD, a 
下 面 的 定理 8 至 定理 6 引 自 文 [143] 
定理 3 ”如 果 满 足下 列 的 条 件 ， 
G) qu, AER, füru0,w,z) uou] Et, 
di) yg, y) 220, 
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(di) SiE 09101.1020, Oyo, gi 
<0, CALOR, gi, y0 

Gv) 对 正 的 单调 不 减 ( 或 负 的 单调 不 壤 ) 可 得 冰 数 bt)， 当 
一 co 时 


于 | Fecodede- occi — 90). 


则 产程 68) 为 振动 

证 ”用 反 证 法 ， 改 结论 不 成 立 ， 则 存在 非 振动 解 &ty， 不 妨 
设 存 在 t D0, BORILISER, UyOD00, HEt opo, 
HFET>t, Er >T, s(pOD00, AREG 成 立 。 

HÆG), MrT Feto, JAWjs"O y0, 此 时 
g'CLUGODO) HB ID, MAAE ie: 

(a) HitTHBgG,uC(00m0 

Wa pE e 9,Ct, uy CDOg' (O50, Bri fe dio 18 


/ gya) 
VRESE- HERTEN PIU 


Rf RUO ERIT ER E B5) RR 2 e C 
现 对 (1) 从 7T 到 f > 了 积分 两 次 得 
gy Oo S TT HOT TOIT) 


一 | {Fededr. 


tr A PE Gv, 当 t 一 吕 时 上 式 右 边 第 三 项 是 出 第 二 项 高 阶 的 无 穷 
大 ， 故 t 足 够 大 时 9(t,y(1)) «0, BH GDAUOO-O, iX 5E 
dy OODOX 
(3E ET. TBjg! (y O0 
A Fg G, yG DH STRA RIP. t T, A 
gA, T yT 0 
ATEST, pg 
gt ys ATi yT g Ti yT Et T1), 
Pj io 时 ， 上 式 右 边 第 二 项 赵 于 负 无穷 大 ， dd: Eik 时 


* 了 87 。 


GVON «0, BdEGDAUODO0, 3XX p COD OR 

RETRO o Ed ANS, iB. 

推论 1 MEREERIN, WAEA 
动 。 

证 ”此 时 596f 2) 三 3， 条 性 (7) 和 (和 于 ) 自然 满足 , 故 结论 为 真 

推论 2 mAs, y =g), 和 且 满 足 定理 1 中 的 条 性 0), di), 
GVR GODS, WIZPEROOOdgE 

证 由 于 79) 不 含 1 BLOD =0, AMPE E 理 1 的 条 件 是 
dii, HERIR 

定理 4 对 于 方程 (38)， 若 满足 定理 3 的 条 人 忻 d), GD. GiD 
外 ， 还 满足 条 忻 

v) ByCYMHAXBSC,UCOOD BS 

(C) ”对 每 个 正 的 单调 不 沽 有 界 可 微 应 数 ( 或 负 的 单调 不 增 有 
RERED, S 


[a-t Fedro Gi - o». 


B5 à Ceo S] — Mn 3E 3 9 0 FAAARA. 

证  Arne3RA y iBvjgRr. DEEA ECT EB 
BrcI—0ByCGoLo 

现 分 两 种 情况 讨论 

GO) GSPGRTQTHIS'(G.uQ0020, BEBE HP REGI 


rf S ia 
9 OA GG» 


TRUCU) LT 时 为 正 的 单调 不 减 函 数 
对 方程 (8) 从 rt(T 宇 T 1) 到 >t+ 积 分 得 


g' Cy) - sto, Y) * Finde n, 


zx 


ui t 
于 是 s'G,yc»2| F(a)de, 
BAT aKT RA 
git yG) - KT, y». | F(a)dedz , 
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通过 分 部 积分 法 可 得 
8G O29, aT) + Gr- TF. 


Boos uo). Bd Ie Goo AU CO XAR, RS 
UCOH FUE E 
(D) PtT Tg G, yu oO, 
HgPBÉ3RQuEHH— RE. Fy, yF R. 
HPT OCRE, BAAM, E. 
"Fülle B 55 — RUE AI — E EE LA ADR 
g'G,g' OG) FAO YO Og). OD.vqco»-0, 
《11》 
Hopect o) EER, RARR ES AA, RSA, œ), A20; 
DCE), qCOJSE SLIER ER ER p, 2690] pCE) —co,glE) 
—99, f(f,u, vw) JR x R'SIRIS E SE ide, 
方程 (11) 包 含 方程 (9) 作 为 它 的 特例 ， 也 包含 通常 文献 中 所 
POESIE S 
GOD O2)! e FO gy OD, DO y (OO ,u' Cac») 
- f, 
定理 5 和 设 当 + 党 4 六 0 时 ， 下 列 条 性 成 立 ， 
(i) uf(it,u,v,w,2)7»0, Xuo70l]s 
üi) HPrA0, rgt, o) 7205 
(ii) XT fh px3a, FEAE, a 使 得 当 g 
(£, z)-aklbix«cg, o, g0, mlaBbaxpy:,0.H 


EZ t adi = cossgna, 


38 25 CUL) B A AI ERDRE RAC, o) ERRA LE A 
增 或 者 为 人 负 信 递减 。 

此 外 ， 如 果 还 满足 

Qv» My NA ERRA MARRERO H, A 


| Rodt e oR -), 
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JAOBFODAS GOORIN, WI JP SECULI dt 

EO IRSCDOJAOPERODEI— ABBA. E dE: e A 
iyc, yC c0 WREN Mai. 设 tT 时 
pt)zei', WOiLTRBPEODU0, ARI G, u'COD0 <0, H e 
tRTW. yO RRRA] 

T AAE T 

(a) THIG, y'CLD270, 

ERTEGD, E u'CO)0, BuCDOTYELT, oo). EAE (EGRE 

(b) HiST TW w'CD) «0, 

HFI, y/COONSEX, ifj 

gU. yY GDEK, y'CT,)), £T, 

Hi&fbGHD,. y Dg E KT’ YTD” ET， 因此 得 到 
KOKETE ges ots vr cro»ds. 
WAHDA, Sio RAYO <, XX 5UCO DOT. d 

TÉ CO A mE f HE BRL 
通过 上 述 的 论证 知 定理 的 第 一 个 论 渐 成 立 。 下 图 证 明 第 二 个 
论断 。 
Es O15» $83] 
gG, IO» T KT, CO» = -[rces, a2) 
" 


Tuy AIEE, MT jy CE)0, HB EL C120 RUFI 
AGLI SEEDARI, y CO) 0,8 B A PE GDAI I CO 
研 0， 这 与 y{ 门 的 递增 性 矛盾 。 放 方程 (11) 为 振动 ， 证 毕 。 
作为 方程 (11) 的 一 个 特殊 铺 彤 。 我 们 考虑 如 下 的 方程 
GODBGZ" CODO € fO, YA), yOCXOD, g! G), 
y'CgC E) = 0, . a5 
其 中 rs 0 0 时 为 正 悄 连续 函数 56(z) 为 连续 递增 丽 数 , 2(0) 
-0, p), DEKE, u, o, w, DIMIPRO UE, 
Hits MEDHA OOV KRATER 
+ 390+ 


[e NE jdt = 二 ca 


则 方程 (13) 为 振动 。 
证 明 由 定理 5 立即 得 到 。 
下 面 考察 中 立 型 方程 


TEND y Sa DOPFOQGD, YOKE), v'Ct), 


J'Cq, u" c1), y'irct23)-0, (145 
Hope, pA ERE, PGR  qOD, DAEA EE. BL 
C—Msep(st, -Maa iak, MA — IER 0:00 2099 E 
i, RATÉ BENED 

定理 6 对 方程 (14) 除 上 述 假 次 外 ， 还 满足 下 列 的 条 忻 ， 

(i) uw, vijg, P;Qu, v, wr, s, zou, vid] 9 

Gi) H ERAR, vsC, 07905 

di) Him RET, g, y)020, SUB OBD gf. 
0, 23g «Og; Cf, y) 0 

dv) Fig 0, lim g(f,g(10 ~ {fmt g(t (E) 


CE- Ug Ct, yCDO 
= 人 四， 其 中 站 为 性 一 常数 ， 
(V) 存在 某 一 个 下 标 六 使 得 
(85 F,(G,U,w,z,s,2) FH V0 Wn. 0.0) 
(b) F Ou, ku, Aw,Ar,0,0) = m(AOF,Qt,v,0,2,0,0), 
其 中 (和 ) 为 的 连续 函数 , 当 % > Ob (2 0, 34 OE (A) 0 
(e) TidkdIE RECO, Eip) f 00H H 


aj, _ " jpt] 
| S4 | Cp) To 


>o x . , PO. 
(D HEBREO AOR TUS o T ARAPA 
应 数 。 


则 方程 (14) 为 振动 。 
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证 ” 若 结 论 不 成 立 ， 则 存在 非 振动 解 凡 抽 ， 不 妨 谍 UG] 
y(00, y(£-M)0, TJEg" Cay CDD) «0, 

现 分 两 种 情况 讨论 ; 

1” 若 当 i? 关 1 pjg yS 

TAE mi RGD, GiD. WDA, BOBO 


(Gy s FUE SED) 
VOD gr gi 


易 证 lim ERE =1, (15) 


HIE FECD, 244, 2 ICG, 
4G) gy», Wte B GOOD, G(0, 
G^ (t) «9, 
由 Teylor 中 值 公 式 得 
GF) GH -G= 1.) &ST ), 
B TG, )y9JG"(E)«0, Bett 
G'ct) H 


Qu) ^E£-H* (162 
于 是 有 gi UL Oc UO) L- ， 
因此 ey um K> 
Hi PE CINOAT 
im CO =0, (17) 


又 因 ! 庄村，#( 站 站) 为 正 的 单调 增加 沙 数 ， 而 充分 天 时 #1 (人 1) 
20, WADA 
on P CED) pnan HCD 
im- a) 


-0, Gm 


EX — bQD0s5xol-w(). 


+ 3925 


1 . G'(t) . 1 >o (Hio), 


则 b() Get) (i-t, yet) 
(uL =- b'Q(t) O G'(GD9cG' ct) 
b^ 7 b? (1) Gp CD 


+ Q'(iGCU)G' cr) -GCEDgor)G? cit) 
G?(l5g* Cft) 


GPL) X a FE CGA CE)! gt) 


= 一 GubDeQq 
PIOGGE) 
G*CDg*(b 
2 aDR, [GT 1 
GOD) LG d vu 
POGI) 
Gv) 
OMG) p (qo YOD PA) 
<- Man P ud) gn? 
y'act 
Do 0) 
_ 9/COG^QD) 
GO 0)" 
Bj xp 815 JrEHE E Atri) 
d l 
ty bG) 


{ema} ypa) p'a) 
< f. Gane Fo wa)" ya)* 


PAC CHP | G' (a) |g' (a) 

yie) ? 9, 0)da t Gimp la) da 
-PU | ej p (1, SEED yla) 

GG Ja p "7 wt ym? 


y'(q(a)?) ' G'(a),g'ca| 
OL, 0 0)de + n Op ia) da, (19) 
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HOS, 7 (8), Mi=, dT 
QD yG) ya 
n. EG 7 E 7 EG 50 0 
F,C1,1,0,0,0,0) 70, 

TÉ B ECOL ORDARA —- 1844) 24 177 oo Bp TF 1E 
3693 X. dads 8 ROO IEOGOX OO, np Apto mp 
ép ES, AX BICISO GC ER EE JE EK OCIO 0, XX EHBIEOCE) 
TOU. 

25 Ett Eth A, «x0, 

BI Ct,yCDO «0, AIG ORRERA RT RE 40. HAAF 
GDA EARS CG) —0, Baa O >F A 

AXDPiIZBEOOOBPEOE. AERIDES MA 
论 。 

因此 ， 定 理 的 结论 成 衬 ， 证 纪 。 

下 面 介绍 一 种 强 超 ( 强 次 ) 线 性 二 阶 证 画 微 分 方程 解 的 振动 理 
ie. 

首先 考虑 方程 


DEDY S AC EGG OD, 


1-1 


TO CE) 70. (20 
Hepar, gi COD, fílut,x,,-,23),15 1,2, m, 51,2, 
的 要 求 与 第 于 阅 8 4 的 方程 ( 王 ) 相 同 ， 下 面 的 结果 引 自 文 [156]。 

XX dd EO, i51,2,, S DO) 0, 


及 常 $01, Hany D, i-1,2,:--,nBl, H 
fG,m1,2, Rn) = ff Hi sn) (2D 


[ganap — [meowf | 


iel Eml 


EA 1,2,-—-,npf, 有 
39d 二 


二 其 下 Ta yT) " TI ,y: Host aUn? ; (23) 


ze 


J- $n |- EatonP 


yu 35 ERE Ct mum, 0,2226 08 E EX TER, Vd 3&2 / 8] 338 EE 
常数 。 

MERAC CHES, HO«e«i, WARE, 
EX. aay 24) 20 98 3X £X, TERI 

S[381 PIG, Ei, appt p Ta) 关于 0 为 强 超 线性 ， ( 强 次 线 
性 )， 则 对 一 切 1<o<06(0o<<0<1)，Jf 关 于 0 也 是 强 超 ( 强 次 ) 线 
性 的 。 


引 理 直接 从 定义 扼 可 证 得 。 
定理 7 设 | 7 = 十 co AF, i -1,2,:-— ;mm 娩 为 强 超 线性 ， 


gu DS 1,2, md =1,2,-…,n)。 那 么 方程 (20) 振 动 的 充 
要 条 件 是 


+a 
Rit) 


3 ÁG.eo,,o|dt- «co,  XL--Bjc--0, 
t 


(23) 

证 ”必要 性 由 第 十 章 3 4 的 定理 3 得 到 。 下 面 ， 我 们 证 明 其 充 
分 性 。 令 

e - min(o; ao FS EAE XE, 191,2, - m), 3E, 
由 引 理 1，0 可 作为 谱 疡 公共 的 强 超 线性 常数 。 

RER., REDAREA), pien Ata 
§ 4 引 理 1， 存 在 t 充分 大 使 Y' (>00, tmn 

3B (200 M EST BUR CE tT), 


T 
ro CT rt | Fead - o, 
r 
BE, Or cos | Frae ))ds， tti 


ET + of 
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rco (2 [Fimo ds toti. 124) 
BARU), BA GENRA 
anah Rés t Hs, cos) ds, t> ti. 


BJ], Ytfgphe0, rek, st. 
H TERRERE, WARNE 


FEED = D Fe, CED), EC nE) 
- Ei 


a -0 
. | Eso cosquc o» BEC (CUMOGOP 


a -G 
Xsracoscoson | 


jmi 


erra TUS F) 3)} 


= DATES, h.e ee VR) 


ył 


SRECNE k), 
所 以 ， D» R(s, fi) kk- (S) f (s, kids, Um, 
Ln 
ik eco grece [T Rost rf hds T, nts. 


RIRCE, 2 a7 (OF CE DRUER . 
R(E EOF xm ROt t ym Qf OR) 


. [f R(S, f JCs) (s, hyds | 
Wi, ASIBUREX 
t k^ y a 
[, RG, OG, ods «3 Retos (8) 


f£ (s, lods li ", 
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P [Res fis lndsc 4 co, 
X Bdc2aDak, NIIS teo, 
ta 


H [T ROSG, Dd eo, 

LGt'QGgUE. RARE, 

us g| Eate Auto 1,2, BD SUR AE 
gum E(G 81,2," mii 1,2, 0), XS ZA OPER C200 D 3 B 6 E 
条 和 件 为 

IN E sena OV epe CO) dí - +, 


Hyo, (25) 
证 必要 性 由 第 十 章 S 4 的 定理 6 得 到 。 环 面 我 们 证 硼 其 充分 
HW. $ 
o-min(c, 01 为 1; 的 强 超 线性 常数 ，i =1,2,… mh AA, 
由 引 理 1，o 可 作为 诸 f; 公 共 的 强 超 线 性 常数 , 
上 友 证 法 。 设 ‘20) 有 非 氛 动 解 x(+}， 不 类 一 般 性 ， 设 zx(1) 半 0。 
只 (20) 得 rcix DAER, MAr (DRES. RAT EEN ， 
d SBTBR r/(00—0. AR ERK, foco, f 
+，， 其 中 c 为 任意 给 定 的 正 数 。 
由 超 线 狂 及 p(1) 之 pg(1)) 推 得 
Cf PION EP uo. 
Bt, 从 而 | oodi = + co， 那么 x( 了 站 不 能 为 A M, 
所 以 x(f)->0， 这 样 就 证 明了 zf) 0, : 
dE RAM, Dp 4RL—rOQE' C0, 
由 第 十 章 4 的 引 理 2， 我 们 得 到 
sm rx Ooh), E, 
juiafssdgA ERG O1, 得 到 
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(-E-rCOz' (317) 
= (0— DC- rE (EJF, E (got 


-2(0-—1) > [ nret ty ft alga (000,7, 
z(g; C0) 


-(0-1) X ft-reostcos [X ouea] 
- 1-1 j=i 


[Ernaga] Fi RGNLOY m, 


j=l 


EaD 


EXON) So a ppt 


WA {Ler (DPE Sa- DATI RADO. 
从 1 到 t 积 分 上 式 


rr: 
(o ~ 1 j fi, kpg dsl- rCGE 22^ (1,)]!77 


[ror )]ts, 
从 而 |, saoceGy))as< + o, 
与 (25) 式 矛盾。 定理 得 证 。 
xu» af isto, füiigse mph RRE, 
gum, (i2 1,2," mp j21,2,^,n), NEZ ZPRICIOD 38 SI Bl 
36 AIEO 


[ | E hcec o» eRGSG») |dt = +2, 


对 一 切 e 震 0。 (20) 
证 必要 人 性 从 第 十 章 $ 4 的 定理 4 得 到 。 下 面 我 们 证 明 其 充分 
性 。 令 
T= max{Ti Y 为 六 的 强 次 线性 常数 ，;i 二 1,2,… ,m) EZ. Bt 
引 理 1，T 可 作为 诸 访 公共 的 强 次 线性 常数 。 
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BRIE., ROOS JERS, Pira), MHA 
(200, rD (2) PB, MRES TE $4 的 引 理 1， 存 在 tis 
b, WHN 

z'(t)0, KARCI), 

RAe [ rt Gori»! dsr a (t) E 
= 及 (ft )rCO om (D 
BREL Xe kia, MAI ADRAR (D, 


TIBRE, (i8 
£/(9:,012) 770, 


ARCU) EE GaN S 1 ROYO EDE E), 


i=1,2, 0; ]j21,2,-,n, 
AARRE gi. EA 
(7 Ur CO (011 7! 2G - 0) DCDOx/02]77 OO ag) 


-a-o reso [Epo sgt | 
1 


. [Enora J fiato cto», 
irGaC2)) 
mao) efaROO)»), TA 
从 1 到 # 积 分 上 式 得 
aD Ye [7 Fi bRacondssret oat (iot 
- [r^ (0317, 
èk |, f Rico nds +o, 
A5 (G6) aE ES. 
定理 10 af eo fot-lggmADU S AUS, 


» 392 « 


gig CO E EGI =] „2. Mej = 1.2,:7, "n, 3p zs 3; eC202 fig siii) 
要 条 件 为 


i » 
| ac mfG,o,c,-,c)|dt = co, 


对 一 切 e 关 0。 (27) 

AE ”必要 性 由 第 十 章 SHEE FEREARE 
BS 

7 2 max(z 4T 08 f Ul SR ER FEE EL ES 1,2, m 384. 根据 
引 理 1，7 可 作为 诸 户 公 划 的 强 次 线性 常数 。 

友 证 法 。 设 (20) 有 非 振 动 解 x(t)， 不 妨 设 景 终 有 zx(!1) 半 0。 因 
2{ 让 不 能 是 有 A&A- 型 ， 放 XC 了 0(t 一 + 50)， 所 以 最 终 有 (1) 之 0。 
$E: imp 

z'(g DO 


Osa: CE) ) <AR, 
BZA PH 
—ro m" (t) >f [Get gts)))ds, 


-rD t) 
rct) 


>- r) [rt] T Ls. f(s,o(g(s)))ds 


那么 {~ Lat = Tr] 


f UV. k 
{1 -Tk zin]. f6, jds, 
Bt 到 ! 积 分 上 式 得 
8 8 la 
a -0- 全 E (6,540 |ds 
Tt, 


令 f +ce 得 NI - aal. fc6, kida |ds +20, 


Rp [oof hds<+ oo, 
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BOT, But, 


$3 高 阶 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 


在 这 一 节 中 ， 我 们 考察 高 阶 泛 函 微分 方程 的 解 的 操 动 性 。 
首先 ， 考 不 如 下 形式 的 方程 [1471 
zn LPODfGQOQ))- Q0), a» 

ag x. 

G) PC C(R*,R), 

(iiy gcCC(R'*,R5, limgt£) = co, 

Gi) fcCQR,RO, (uA DERE, Hour onjuf (0-0, 

(iv) Qc C(R*,R), 

定理 1 ” 除 假 次 CO— (GV) ah ERRAT ORBQPQOD)IO, B 
存在 一 个 在 [4,0) 上 为 x 阶 连续 可 微 的 据 动 函数 R(t)， 使 得 
R'"G)2Q0U0,. MERHEM, A 


(v) i| Posa ARCGIS ds = c0, 
(vi) lim| P(A + Rtgt) ) ds = ~ co, 


则 当 * 为 偶数 时 ,方程 1) 为 振动 当 z 为 奇数 时 ,方程 (1 的 解 或 者 
HEARE or -RJAR ATE; 如 果 上 面 的 
积分 条 性 当 和 X= 0 时 也 成 立 ， 则 #* 为 奇数 时 方 稳 人 1) 为 振动 。 

证 设 * 为 偶数 且 上 述 的 积分 条 件 对 每 一 个 k>>1 成 立 。 如 果 方 
EDERA, MARE DHIR > 0, fito, H 
MEJET RCE), Pe€[15,00), Me OR E P Bi mgp2r f& 

ut APESI AREKE) =0, a» 

BT&aQ)-RGODOMO0, EECa), d*obizik fi, 使 得 
u(g(t)) ARCG >00, ftf, 
因此 —aCOQO)8 PODOfQUGDO)D FROID «0, >t, 

(22 
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Bi ba nR S — p Si I OO R0, d, oe, DRAKES, H 
1E 3558 KAET EATE REAA B RUE E Er SURE (OD) 
=0, BEAR CU (0-0, 这 与 条 件 (Y) 了 矛盾 。 显 然 ， 当 # 充 分 天 
Bind PEE GGBEE m ELUEEGÉGAEUD RD. Etr Ry 人 1) 
«0, Wifi. BRNIRIBuOOO)«0,080S(g(!2) 
E Rg), iX ERO) B8 [BLUE i ik ED ABA 
HUDS, RAET HIEU (0€4070)»0 (可 
ÉoOHOXD1481E EDO. Bub. FE. [EB 
u071 (00, EASO, f> fs. (3) 
其 中 为 常数 。 对 上) 从 如 到 # 要 积分 得 
uD suena È Poo faci» 
F£R(g(GD)dss;u "i gt) 
-f PG 4 RGG)))ds, "T 
pi 5b limu‘#- 1° (t) = oo, xx 53 GO HH. 


HENE, DNIE RNM TERRAE, 也 不 是 最 终 
Jh, PERS, REDS), i> FU DRF. 
Er t ijr O 0B] EIER aR n Eh FEA E, XE T nA 
1835 8125 FÉCODS EA, 

对 # 为 青 数 的 和 情形， 如果! 充分 天 肝 4(1)>>0， 则 ww' RRA 
fA, BIUJRIJEACABPRC 0, MU DREA, 这 两 种 情 帝都 
Sikh iol, uD)zO)-RCOOGSONECTPÓOE. WETER 
项 种 情形 ， 网 采用 n AMBARES, WERA OAR 
Al. 

3ixev ibn d E BU = 0 时 5(V) 和 (7 成立 的 情形 。 

Aso, BAT oR Cvi A E, M 
TAA CC ROEIE SIUS S. SATARE OANT 


uo DO) Das f. PES) G(QIG))48, 
LE 


ff 
= 402 * 


Hut RE Rima (t) = - co, 或 limw(1) = 一 oo。 这 年 
wu 0 E. 

经 有 最 终 为 俩 的 情形 诈 得 类 俱 的 结果 

EDE, (DA. WEE 

FEA HAERA Ha He. 

推论 1 dBugfGon-utv, guESEX, LWE% #0- 
(v), SOBIPODIO, Q, REER E, X33 mi, 
2, =, 204 c LEE 


f POt)dt =o, [Pd RY) iat <, (6) 
D bi 


风 定 型 1 的 结论 当 和 A 半 0 时 成 立 。 
证 只 要 注意 到 \ 壮 0 时 有 


TI 


Q ERO» 012 S (24 Dae ARU. 
n k 


c7) 
推论 31 便 可 立即 证 得 。 l 
np E 
推论 2 ” 除 (6) 外 ， 设 推论 1 的 假设 成 立 。 又 设 


Hmh PCOCRGC) Tdi = oo, 
tim eco ERGO») TEE = -oo 
XH&—-- d 353 ma2xms2qj 成 立 ， HxX—Ti -60,1 2,75, 
m-1, mi, -«, 20€ 1, 有 
Pro [Rcg D) | dt «eo, 
则 定理 1 的 结论 当下 0 时 成 立 。 
下 面 考察 有 界 解 的 振动 性 。 


， 定 理 2 设 定理 1 的 假定 成 立 ， 且 BR 为 有 界 。 SdpOomoD 
$879. 


? 4035 所 


(Qv) Im PoS -LR(G(G))Mds2 o, (85 
fJ d 


(D^. lim smPc) (A e RGG))ds = = eo, (9) 


Lp 


Emi, m AA, mal, m r-l, 
则 有 Ca Hra BAES ORO), iy 成 立时 ， 则 方程 人 1) 的 
一 切 有 界 解 为 振动 。 

(b) 当 # 为 奇数 时 , 则 方程 入) 的 每 一 个 有 界 和 解 zo Ed. 
或 者 当 i-> 吕 时 [z(t) - R(t)] 单 调 地 趋 于 零 。 

(0) 车 (人 和 (YD 对 入 = 0 成 立 ， 则 方程 (1) 的 每 一 个 有 界 解 
为 振动 。 . 

证 (Ca) 当 +# 为 偶数 时 ， 设 x( 站 ,wf) 如 定理 1 的 证 明 中 直到 
(DRI, MEU LE。 微分 之 得 到 

Dinu -OHT = PPPODfF QOO) KRIUD) 
tmtm- Te Cr DE), 


BASIS ROR | 
pru o7 (E) S dur da-f s™P s} (u(g(s)) 


-TRO(G)))ds emp. gmi- Iggfn7 11 (s)ds, (105 


利用 条 人 忻 (v) "可 得 
lim| tan (tm gm-dgin-t (ds |= -— 00, 


d 


(1D 

由 于 当 1 二 二 时 人 -1 (0x |. s"-igit-D(sdsobtinll 
EF, HON 

im 人 stvi- bD (syds = co, | (125 


f 一 到 


MEORE, Mu BIERA C- DAP (0 «c0, 
kedseQyn-d, mda, 对 (12) 进 行 多 次 积分 并 用 分 部 积分 法 ， 


* 404 * 


于 是 有 
im. tnm (s3ds = oo 3m aS, 


= 一 co 可 果 tw 为 偶数 . 
Rau 站 的 有 办 性 矛盾 。 从 硬结 论 (a) 得 证 。 
为 了 进 免 过 凶 的 重复 ，(5) 与 (c) 的 证 明 从 蜡 。 


现在 我 们 讨论 下 列 形式 的 方程 
[reten tct] e a(ct)fix(gct))) = b(0, (13) 
[rCt)z^ (t) ] 7! cact)f ceig s bet) (14) 


的 有 界 解 的 振动 性 和 渐 近 性 。 更 假设 
(a) a, bCC(R*,R 


(b) rE cago pg dt = O04 


(6 ECRI, R), gfGn0Myz0nj, JADIER, 
(d) gC C(R*,R*), Hlimg(t) = oo0, 


XEXE3CUS ELE C — (D jr P), 还 假设 


| scpur= =， [cat =o, (15) 
Ha, C£) = max(a(£),0), a CE) S min(a(0,0). X 

| acplar<eo. 《16) 
则 方程 (13) 和 (14}) 的 有 界 解 ztt) 或 者 为 振动 或 者 有 

lim|z(£) | - 0, a7) 


tton 


证 WOO DEDECOHD AAR IERSE RAPERE SCORE 
为 正 。 如 果 (17) 丰 成 立 ， 则 在 在 正 数 m， 对 和 T， 使 得 
mr gt) EM, tT, (18) 
积分 513) 从 工 到 #， 并 考虑 到 (ce)， 可 得 
r(tyx tT tO TY 


=- fie GM OG(Cg(32)) ds— fa- Gf GGG) ds 
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+ 'bcdsa - fam fia (s)ds - fiM) E {ss 
T 1 r 


+f bods ae 
fO) Gio AADA), $835 
limr(£)z'*-1?(i1y2— co. 


d 


pO ritmo, W limet- H)? qi) = —co, Bjmilimx(t) = 一 co， 


xk 5ir DRAETH. HERCI REESE. 
下 面 证 明 对 (14) 的 论断 。 
设 x() 为 (14) 的 有 和 翼 解 使 得 imx(i)>>0。 WETERE, 


M，T 使 (18) 式 成 立 。 关 羽 上 面 的 论证 可 得 
lim[rCDa (D) 1071 = 一 co 
于 是 有 limz(1) = - 吕 ， 导 出 了 牙 悄 。 故 对 方程 (14) 的 论断 成 立 。 
下 面 的 合子 表明 条 件 (15) 不 能 减弱 为 


| spar=co。 (20) 
m 方程 
. Sinf’ 
e- -ganr (57D 90 


具有 和 解 x(f) =2- sinf。 CRDi ULT Iglim| edj = 0 RA 


alt) = sin£/(2 sint) IE C200 HRS EOD, EEs 
[a endt = oo, [2-codt = = os. 


T3444 BEBE AT S ib Ex 
gas. 
yE CARAJ 
miU D +H eg) =Q) 21,2), 
RORH,€ C(R^xR, R), 
定理 4 RARR ORTURA. 且 对 ww 二 0 有 wiHi(Ct， 
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W)7-0, BRPCC'QU,R), P'"(D-Qcd, i90, HlimP)=0, 


EgCCOU,R) HgOoxld, limgt 1) = eo, X i£ POS BRI 
及 f 

H, (i wH lt e), tER+, uz, 

H ct mH(tt u), EER, n0, 
刘 果 方程 

PAH R= Q(t) (21) 
Xen RARES HAAR, MORARA 
Himz( 1) - 0, YU 27 2 

Tt) AHE ECD = QC (22) 
有 同样 的 结论 。 

证 用 反 证 法 , 落 定理 不 真 , 则 (23) 必 存在 这 样 的 解 Z(17 Ln 

ABEHZO RR h APO. ZO RRD Blim1Z (D | 70, 


ddHENpEDTBIZCOD DO, Ux u OSZ N- PA) 为 下 列 方 
f 

u(i) +H CE eCG) + PESC) -0 (23) 
的 最 终 正 解 。 事 实 上 ， 当 + 充分 天 时 ， 不 妨 设 fT, 宇 T 时 ， 有 
u(gCE)) APCS 0, Bla "n (00, >T, TEHE 
终 不 变 导 。 攻 1 充分 大 时 t< Dj POOIÍI-*W*0-90, 这 与 
PEDRI STER E. BrDICO RB E EOS IE, die" (0 «0, 
u(1)7-0, digKuryramsesg| E1513 ,对 # 为 个 ( 奇 ) 数 时 存在 一 个 
aA osis- ER 

B'U(QQ0, i=0, 1, 2, F 

(C7 Dine PS0, balt], w, Hy tT, 
Bidt, ÆRE, GM n 为 偶数 或 奇数 B >T u>, 
u'(1)20, REAA EB CRTIBIRCOTO, uL 现 取 
T, jg KdEIPCOLI ocu), tT, Hope RERA, WA 

WV THF HO APEG) «ui "PE 4 Hutt, 

BCD APG) 20, tTa 
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HRBTA € Pcoc»»0, 
出 不等式 uU 0D AH tug) APE (24) 
A ÉEIRCO RUN ERU), MLO a'(0ocode Nd 
情形 }， 对 (24) 进 行 # 次 积分 得 到 


E 3 2 » 
uu + | | ef iul - 
T, JE 


P, 


f, H CEULI) APEG) d tds edsa- 


Ser EUG APEG) J) tTa, (25) 
BesT Ou (t) 08) Roe u(07,)/2 (Hu CO SOR, 
PEKEN + P(g(t))) 表 示 上 面 的 多 重 积 分 。 

现在 证 明 积 分 方程 | 
v(t)=o ryt og) & PIG), tT, (26) 
FEE., AE, EXC, n=0, d, 8 
使 得 Valt m u(1), PST, 
cti, V, Po, tT, 


Pasi UL "i. T«txT,, 
则 O-CU,CE) EU excu CFEC), (212 
di  v(D-limu(iy £T, (28) 


Wigi(27), (28), W Lebesgue PR np jt 
v(D msc E,vCgOD) APEK), EST 1, 
Bocen, ME 
UA) H GOD QG), tT, (29> 
由 于 vu(1) + PGY >e +P(H>0, KODRA RREN, B HnA 
EBORE Timo (170, 得 到 了 了 矛盾 。 


对 方程 (22) 的 最 终 负 解 ， 可 用 上 述 的 论证 得 到 类 似 的 矛盾 。 

itt. | 
下 面 我 们 讨论 强 超 (次 ) 线 性 的 四 阶 泛 函 微分 方程 的 振动 性 。 
考虑 方程 
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Ur GO" CO)" e Fico), 0, (30) 
我 们 总 假定 
(a) DASTA, TARER, EI Lows 
= Do 
(b) Fu, yl, Sr bE, Hus oy, 10770, 
PT. 
(00 gU 8 (T, 时 为 连续 月 limg(1) = eo, 


记 Ra) DG as au, 


ris} 
ROD -RGOGST,), 
引 理 1  RCOIEZ;TECLOO BD RER, M FARAR E 
一 成 立 ， ' 
D y'()270, YDSO, ErC OV" G)1' 270, HIAR: 
(D y'>, y" CES 0. Cr Du" 0， 当 上 充分 大 时 。 
HEHHE, FEEST, WI i 
UC xaRCGC u)aR(QU), (31) 
证 RiT >T Au OS, MWEE DST, HERRILGM 
Pea, MARG, WitzefgspDr yac Bi, 
Lr Oy' GO] RTE, BE SE rg ErCOU" G1 «0, 
由 假定 (c)， 可 知 limy ts —oo, Xt SyCO BETTE B ALR 
PERATUS, 341? FUB diu Any, (O3 1C 
PAE, dmt rD Oo WA (站 最 终 为 正 。 
如 果 存 在 tte $E (Qo ti rO GODO, Mita} 
rCOy' (Emo, enr( ECHOS MENG) SENERSEXOEA RJ 
积分 得 


D-DAY GD Hyde] ds, 


24, 


» 409 > 


由 条 件 (z), 可 看 到 limlg“ (D) = oo, 由 此 知 当 + 充 分 大 时 y (0770, 
Ai ARD COS" GI" 0p83XJAuT a, MÉ 


U(f)sxa, cat ea | Ads OLTSXGT) ds, 


r(s) u r(s) 
(32) 
其 中 co， "tta as 为 正常 数 。 
oR(Mu) 人 ”一 (一 3 2L i-s 
由 于 On | j; r) ~) 
(E—wT,.) 


HARG, (t RI TOXPWuS RHR D., HAGOR 


证 。 
引 再? 车 w>To。 则 lm- 


SQQ OERCEQu) ; | (f-so)ts—u) / 
I DLL V oi —— LII 
证 m Rit) tm u rís) ds 


| v en 


—- 1, 


T. r(s) 
cies 

pes EN 
uns dt 


3] 383 若 y(1 ) 是 方程 (30) 的 最 终 正解 ， 别 存 在 T* 兰 To， $Ë 

fip TEN 
VDER DY + | RGof arai, ss, 
HPR GORG, T). 

证 HOD" Eiki i Tt ub 满足 可 理 1 的 情形 (IT 或 
ID, BEWEER. pce, UoDu'G)1 N MI 
hb. WORIÓT* NS 

roots | Treya ds 
E TODO] (33) 
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注意 到 y (4) 的 正 性 ， 便 得 


H t — T* 
yc. y'codsz f 5 T [rGs)g" (5) J'ds, 


rís 


t>T* 


由 此 有 «s. y' Gods» | f. RT" [rcu ou" (n) ] auda 
Te a fyr 


1 r(u) 
H > a-T* r f * 
2|. (o. du)trGy (s)]d'ds, tzeT*, 
(34) 
用 分 部 积分 法 可 得 
ym R'e)p oy! = REEDY o) 1*ds, 
(352 
由 此 便 可 得 到 结 诊 。 
Fux BRIBUJÉCOI Nn. DARTCGDGEJPTEGOGTPAT* 
到 + 积分 ， 重 复合 用 分 部 积分 法 ， 可 得 
R* (AOLE Y (2277 - CR* COD" r(ig" Ct) 
tO - T'Oy' (GIO YE) 8 g(CT* ) 


| REOSE, Yds=0, (36) 


HTP <O, 9 COODORUG*)00, Kit ae) T fe sl SE 
证 毕 。 

定理 5 (BUE DESEE Cn LOO REPRE Ha CE E, 则 方程 (30) 
为 振动 的 充 要 条 件 为 


PIFRE) D las= co xp Weser, (37) 


dE ELZ 
用 反 证 法 ， 假 投 方 程 (30) 振 动 ， 但 (37) 式 不 成 立 ， 则 存在 基 
—^csE 0 ft 


MCCC s) |ds«zco, (38) 
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更 不 护 假 定 e> Coco 时 可 类 似 地 论证 )。 设 =Å, Wl £^ E 
T, >T, {Ei 

EL If CeRG), 8]de 7, 
AFTARA, MEAE, ERII Ot, Bf 


N [SER ids E, (295 
PT, sinfi g i tT, Taa 
考虑 积分 方程 
y= (Pye), (40) 
其 中 5 UN 
nasan | | 7 zi 工人 fitg in,.2) 
dsds,ds,ds,, tT, (415 


PaRi t), Tix, 
这 里 T= min(Ts Ta), TEME, COREG HI fi 
WE CalTi, o0) 是 出 所 有 连续 函数 Ti, eo) R 所 组 成 的 
zl, ii [yl.-supCROf)bgCtOpmTilo. BA 
CnafTi,co) 在 范 数 取 为 | * le 时 成 为 Banach 空 间 。 设 集合 
= {yE CROT} co) saR(t) y(t) aR), T$), 
它 基 CR[Ti,ee) 中 的 有 界 闭 凸 子 集 。 
(OD OUYW AY 
XiycY, WAID, ObiD(GRGROD, HET. HERE 
5n . 
f(yCgGs)) s) f (2aRC9G)),8), 
Bid, W4 
E 


ChicO «iR «a( E NES Ts 
. * L E 


SN ds ds, dsa} 


(| fasc», sds ) «anc 


zi (f—5,0(52 — T, ? ds, 
7, r(3,) 
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{aR O taR T o SaR E EET, 


及 COD = aR), Tit, 
BODERYW AY, 
GD dO ERE, 


Bu YW jcXC — 4 yl iblimiy,-vlls- 0。 因 Y 为 闭 集 ， 


BUEY, x 
«p. EN LF T 


“P(gts) dsds ds ds, tTa, 
20, Tizif-T,. 
HP FOG)) = MOGACGG sS - fQCgCós)?,8)] 
sf (cROGIGO,8)., 
应 用 (39) 式 ， 得 到 


| (Pya) G) — CPBy) CH) | «(T Foods). (7 TC) 


Keno choc 


S, 
| ds ds ,ds, 


T, 


«(f Fl(g(s))ds YR, T,) 


«(f Fg ds RO, t=T, 
T, 

(425 
(20, T SIST). 


FRA lr, -Pyl sup RERS F,Cg( s))ds, 


aT} 
HrPdümbQ(G))-0, WEERT, PRAT. WE Lebes- 


gue fiti iic Bic BUR 
tim” F (gis) ds = 


Bid, lim|byn — Pylle 7 0. Big XE e, 
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dib PY, 

XÉnpW)ix— AR. RAE RRR Pyy € YYX — SUB PR 
和 等 度 连 续 。 一 致 育 界 性 是 显然 的 ， 我 们 具 须 证 明 等 度 连续 性 。 
报 据 Levitan 定 理 51581， 只 须 证 明 对 任意 的 e>>0， 区 闻 [T3 ,co》 
能 分 为 有 限 个 子 区 间 ， 划 得 函数 族 中 的 每 一 个 函数 的 振动 不 超过 
e, lMJEUCY, JIRJSRCOOORG,.T, ET, Gti dim 
了 ,时 ， 

| CR- Py) t) - OR-* y) tD] 


eR 7 HZR) (|? feeRGG» 545) 


E da 


fz f3: 1 S. =æ 
. |: | sd |. dsidsads, -E2RCI,)7? (Fre 


t, P8. E 
` (as), ds) f, N E ; f ds ds dsa SARIE), 
E] 1 z Us 


(43) 
ERa -comt RCE) Tio, BOUD, FET DST, 使 得 当 
tt 时 对 所 有 的 VEY， 有 
|R- Py) - CR? Pyt | c£, 
Tsi at Er t, HiC29018 
| R7 *430 (1; - RE y) CE L| 


Igrü, 
«o [RU RGD ARa DS | 
$a gum 
. . f. [GGG ,5)dsds dssds; + | R(t)? 


APOE Ou EE GAA 08 01 ("f 
-RU 人 人 二 


€ fyratsy), sdsdsidsedss cal R(t 527! -R(CE,5-71] 


+ eo feran, sas) ([^ [7 LY 


. NO )*2lRG O72 -RGQ7?| 
P. 


«dide 


. (| [CeR(CgG)) »&)q E as. ds,ds; ds; )， 
这 个 不 等 式 保 证 了 存在 90>0 使 得 对 所 有 的 HyEY, 当 1; ~ t 0B], 
有 
[OR 344) CE,0 ~ CR? by) CE D e, (44) 
3j, ETET I BAUER DX ERE SERJE 
HERE, BREUA Royn CY) ESEE, WDA 
X. 
RRG), Gi), Gii, Jing IgSchauderzalr p xe s ag dedo, 
B e TEY rj fg qe hut O, MC; BECA JA EZ RIO TE 
在 正解 y* (1+;。 这 与 假设 方程 (30) 为 氢 动 韦 盾 。 政 (37) 式 成 立 。 
下 证 充分 注 ” 假 没 (87 成立。 如果 结论 不 真 ， 则 方程 (30) 存 
Æ IERS RYG), WT. TNyOGHD02l0. 由 引 理 3 知 存 在 
TT, RASTA 
JODOZR'QGJUrCGOs"QGO]', (48) 
根据 引 理 1， 存 在 正 数 8 和 TQ,L T", 使 得 当 DT. WW. vox 
&R(t)。 叉 存在 Te 使 1 之 Ty 时 9(1) 之 To。 再 由 强 超 线 性 可 得 
I A 
CRE), tT. (46) 


由 引 理 2， fim R. -1, E5), (6), gat, rb) 


aru cos ie REET: >To WEH T HA 
{Ery NOA Ss ae greyn y 
"[rCOg" E] = LL Ery a’ 
FUD DYE yg Do EL 8) 
*Griig" (03 GRRE) DD /(OR* (OD) ) 


roy beai S (IRE) 
(FORG), 0 (RIGORE 
"reog (010! = (458) d GiR GO», D) 
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«R* cC D) /RGG)))! 
>(I ARG), t) C47) 


dte, goo B1. 
对 (47) 积 分 得 


人 j(ORRGG)) ,3) ds < oo0, 


这 与 (37) 式 巴 厦 。 故 方程 (30) 为 振动 。 证 毕 。 

采用 类 似 论 证 方法 ， 可 得 到 下 面 的 定理 

EE, BERA [Q0 ARKA, HgCOOx: 则 方程 
(35) 为 握 动 的 充 要 条 性 为 


[ROL fco, ds o 00 Xj —Ble- 0i 3r. 
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第 十 二 章 


泛 函 微分 方程 的 
周期 解 


在 本 章 中 ， 将 介绍 泛 函 微分 方程 周期 解 的 一 些 理论 ， 其 中 包 
括 不 渤 点 定理 法 、 常 微分 方程 产生 法 、 映 像 特 征 浮 数 法 、 李 雅 普 
诺 夫 第 二 方法 等 一 些 重要 结果 。 


$1 关于 Massera 及 Yoshizawa 
周期 解 定理 的 推广 


对 纯 量 的 周期 常 微分 方程 ，J. L. Massera 曾 每 证 明了 有 界 解 
的 存在 性 蕴含 了 周期 解 的 存在 性 .71593 T. Yoshizawa Wb iz t 
分 方程 证 明了 当 锻 量 r 小 于 或 等 于 方程 的 周期 6 上 时， 如 果 方 程 的 解 
RAR, 一致 最 终 有 界 。 则 存在 @ 一 周期 解 ,51337 在 本 节 中 ,我 
们 分 绍 文 [1602 的 结果 ， 它 将 Massera 定理 推广 到 泛 冰 微分 方程 并 
pir E Yoshizawa[t 8 iE, 
EJ I0 POETS 
$(i)-F(Ó, m), (15 
JUHE, Kx CRH, FEto, $)mFQ,00 [DE EROD 
的 官 值 问题 有 唯一 和 解 。 
Aix, d. QOGOROUDEROOGEGACG., PER, XgsO, 
to，5 otto QOO UE PRÉCISE to nrolto 900 的 解 。 癌 
PLUEN, itto A 
XQ, fos Tnio.(f., P= TO io, P), (25 
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定理 1 HRADE ARIO, to p, LÉCIOGERORAR: 
p € Cfi f 
lim |a ses, €TTC, p)-mv.l-7090, 


WRAD 至 少 有 一 个 48-- 周 期 解 。 

WA 记 zoft f. Pa 为 以 po 为 补 始 函数 的 解 ，2 人吉 ， 
YaaenCio, PÆ Entorn Cio P) 为 初始 赴 数 的 解 ， 则 由 (22 
式 ， 对 1 宇 1， 有 

Ta; Fas Fao+rti(fos 2) 

-E(bRBAAO. to Ø) 

TGX,2-i(0 AO, toy Bory jheri( io VW))s 
Add, iSto’ i 

SY, to, Pa) 


= limz,( ts Eos Tagan ios 922) 
= limz,-, (i ka; fos V a Liynasu lio 900 


=al t+ AO, to, Po), CÓ 
Blu. zC; Fas 9,129 4r fe CD ijko-—- Fl R, ur, 
定义 1 WO .90XCDOMA. 如 果 对 任意 日 >>0 及 e >O, 
TÉÉET(B, e)750, 使 得 当 p-p, la, tt, +TH, [2C ta, 
e)-z(i fo v|«e, WEG; fa Po 为 (1) WERRI 
F. ， 
X2 Hrste Po 为 (1 的 解 ， 如 果 存 在 C 中 的 有 界 子 
ES, S—(qo.)] 4CmRSRO,. EARE 60, FE TE> Y 
PESA >t, + T(E 时 有 [z(t tos PB) ~ 2 9,9 | «e. RUE 
TCs P) 为 系统 (1) 的 局 部 吸引 子 。 
定理 2 ”如 果 系 统 (1) 有 全 局 吸引 于 3(tyto ,2),| Z(tt0 ,| 
HH，# 尖 fo~r， 且 以 1 为 初始 时 刻 的 解 在 [t。，co) 上 存在 , W 
系统 (1) 痛 @ 一 周期 解 。 
WE HDTIXO4,. aH, frmf.-r, WHEREAS”, 
leu CE 92— DIx2H, 


* 4167 


BIG, UURSIT, MB-2HEADIEÉSDO, FETCH, e) 
fiip-$lu«2H, tzt,- T(2H, e> M 
lecto Pp) ~ ECl ta, DLE (5) 
取 正 整数 N 使 得 s+ Nori mV TOH, 8), sCC—-r,Ol, Hi( 
xt, op fEfin, m >N, 
laore lias P Paor CES] 
= sup if(sqmó- tos 3g. q)— s+imo+t+ to f, 


= sup Ixts+ No+ tortosT aNy o4 4 ny 一 
-—T-:-dr 


-g(S NO to, tis T. m-N) "RCZT $))| 


«o sup |mis + Na- to, Eos E an-N) sou T0992) 一 
~ 5 


P m- esp E as p) —-tf(sTNOcÍI,UQ.pi«2eL 
3X EB] (9. uu. (19,9) Dy Banach Zs i] Crh H Cauchy ji, Bi, 存 
Ep, EC, i . 


lim (aotan Ct o, e) -Co 1 = 0, 


HEMI XMEOUUBHe—RBIHIAR. 

定理 3 如 果 (1) 有 一 局 部 吸引 子 T0, tao qo, RESIES 
5， 且 存在 T，,， 司 得 > 了 T+ tth mO.. DES, WRA OPNS 
m- 周 期 解 。 

WEB BE, 

如 果 系 统 (1) TRTE—SRNUNDTSGEJM., WEF ARRIT 
如 果 存 在 全 局 一 致 浙 近 稳定 解 ， 则 此 解 为 全 局 吸引 子 。 

"FH PS TREES EHE EH SITAS Y oshizawasz 38 85] 28 F 

定理 4(Horn) 设 / 为 Banach 空 间 X 到 自身 的 全 连续 映射 。 如 
时 存在 有 界 集 E 使 得 对 任意 x*EX, 存 在 =mcw) ,使 得 1 "(x) CE, 
刚 / 在 8 中 有 不 动 点 ， 

定理 5S(Horn) WS, cS, c S, 3g BarnachZz AXR nor 4E , S, 
435 AIR LS ERES DRE LUE. Saa AERA EAE 
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Banoi, BRI SOCS tejem-1, H 
fXS.).8,., majam- j, 则 7 存 S6o 中 有 不 动 点 。 

定理 6 Hor, EDUPDIEXRM 20, FELUM) 720, (8623. [lp | M 
EEC, ILM), £€[-0, 01， 系统 人 1) 的 解 为 同 竺 有 手 ， 
XTBS RAAR, Mo) 存在 @- 周 期 解 ， 且 此 解 以 了 为 界 。 

证 设 为 任何 固定 的 初始 时 刻 ， 由 解 的 有 界 性 ， 每 个 解 是 
将 来 存在 的 。 

ERRI: C—C HEP) =E, (to，P)。 由 解 对 初 娟 西数 
的 连续 相 居 性 ，7 为 连续 的 。 由 解 的 唯一 性 及 系统 的 周 期 性， 对 
k=], 2, en JF) ETna 0. BUSBUARHEÉN IgE. x) E 
X6B0, FEHB) 20, BRI IB, t1. Bj, Ia, fap] 
« HO), PSCC FB, FEH >0 使 得 Pp ES， 过 1 一 电 
|j. imf, fo. OH, Bk, (OUa EER Hexe. 

XH, dé4ELOO0, 使 得 人 由 五 时 ， FO, e)[xL,iCD-o, 
01, BF, MATIRA MoWBPHCA [Fp], 
由 于 lscio, e)|xHxppcs, fud. Welti, ta, p)|= FCF, 
Ts 9L, TE, Hosr, 有 

-L fapa) | = | to pC) 


= jġit tots fu P |=, 
对 ES，sE[ -rm 03, ME OA d SEHE YE SR HR M IO P, 
于 是 /为 全 连续 的 。 

, 设 E= {PEC p<B,}， 则 E 为 C 的 有 界 子 集 。 由 于 系统 的 
RETE REAY Wipe C, EET) 0.849121. € TQ) 
Bj. [a€f, Fos piizxB,, WOES = (po $e T(9) +r, 
网 对 Pm ECC， 

O= fe, ralto Bo, 
BIÉ*"«()C€ E, Bub, JREReICE, Malt, tos e. HD 
(DORAMA, TARE AB, A 
定理 7 ” 设 对 任意 MIO, TEÍELOM) 0, WAP lM 时 ， 
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|F(t, e)lLOMD, t€[-o, 03 HODONIIISEG SR, XB, 
同等 最 终 有 界 ， 则 (1) 罕 在 -周期 解 ， 且 此 解 以 Bi 为 界 。 

证 与 定理 6 中 一 样 ， 设 1 为 任意 辐 定 的 初始 时 刻 ， 每 一 解 
都 是 将 来 存在 的 ， 由 /9) -x..s0., PESKE: C—C 
HERM, H/P) = ro ao (to P), k21, 2, c, 

HERATA, AEB, B, B. B, <B, <B, <Ba, 
XIpeCcC, MSjpiscB,, +=>t hf, 
leif, tas lB; 4 je B, t= ik, 

[acts ta | EB: SpeleB. ffi. 
LECE, tas P| Bo, HBa YETELTSO0, W49 le leB FC, 
pial, IER, 

设 5,={pEC;]p|aB,, | pts) Pis) | SL], 一 Sr si， 
ss€L-r, 01}. 7 (6€ €; |p IB, lP pE | «b]s; — 
Sil, 84, SC c-r, 01), S; = {PE C; lel szBi,1g(s,2— plse)| , 
x;ibis,—8,|, IM S,c[-r, 033, miS. Si. S Ch m 4E. 
SFS: B, SI 关于 SS 为 开 的 。 

HPJ f. q)|«H.,, WIocS A Ii), 

Wo [£05 fa DISIGO, mS PPSL, 
县 EKP) i= lEn sus 92 zB, 
Pd ECP (41) — Frcp) Oa) | 
= rt t koth, to, PI— T(to thoFhs; f, pOf 

© bjim Aa], (4) 
Xj. MCeL-r, 0], Exi, 2, e, BIfo)CS,, 

35 A. FEO c8,, k=], 2,， 

由 解 关 于 B, 的 同等 最 终 有 界 性 ， 对 B,， 奏 在 T(B8,) 半 0, 使 得 
IwilsB ,tfo+ TOR, to 9)| «Bs, REYSE., 
Tie oz T(B)r, mepes, kkn dy 

Men 9 lim, r m EB, BEERTA, PES, 
kako fps. WIS OCS ExkE, MEMS, JESH 
APAP” Me; £2, v.) 为 方程 (1 的 @- 周 期 解 。 并 以 吾 。 为 
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5. 证 上 毕 。 


$2 存在 周期 解 的 Kaplan-Yorke 方 法 


研究 泛 画 微分 方程 周期 解 的 存在 性 ， 主 要 的 车 具 是 不 动 点 定 
理 。 我 们 将 在 $4 中 介绍 。 在 本 节 中 ， 我 们 先 介 绍 J. L. Kapan 
J. A. Yorket16 提出 的 一 种 方法 ， 即 周期 解 的 常 微分 方程 产 生 
渗 ， 它 对 判别 某 些 类 玖 的 时 湛 微 分 方程 的 周期 解 是 简单 而 有 效 
的 。 

首先 考察 纯 晤 方程 

wt}= fixit om1)), (1) 
Kop f GO AERA Yre, kit Spip 
微分 方程 组 
[re -fGG, 
y' (C) fit). 

定理 1 dE ROO FKH JESA, B NOE (9 

BrE t 
a= im C jg i O 
FEUR), ME 


(2) 


Mic-x9ooW] Fir) = | fds>o0, (3) 
如 果 elg, (4) 
RE 8c. (5) 


则 方程 (1) 宕 在 据 动 的 周期 解 z。 而 且 x 具 有 周期 {， 并 满足 方程 组 
(2)， 此 处 y(t) = z(t 一 1)。 

证 证 其 的 方法 是 ， 首 先 证 明 方 程 组 (2}) 具 有 周期 为 4 的 周期 
mM, y, BRARED ERED. 

现 令 Vea) =F) EU RREO) = | fods, vE R, 
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由 条 件 (3) X von] vf(»0, "Hp Vi, peo SERS 
(m, y)-(0,008]V(z, y)—70, Mim! +y’ opt Vir, yo, R 
ixEnppDEPSLO XIOQRRODISIEBIAS. WPA 


gr» yt) jos GO E fao» (0-90, 


因此 了 洛 解 为 常数 。- 

HFPIJARR H a>, wes 一 1 时 有 

P= fds= - P feodi roa 
zF(), 
因此 有 V(i-x y) -V, =V, -y)5V(C-z, ~y), 
RI Vis, yo) AT m 8H. y 加 及 原点 都 对 称 。 男 外 ， 由 的 定义 及 
TAO DORER, aF), zc[0, c», MF), YEO, 04 
HRPA y AAAA. BID TE— C0, DFE 
$,20, y >ot 
F(x,)-2€C, Fiy) =C, 

RAMAR Vir, =C 在 第 一 每 限 中 唯一 确定 了 一 个 连续 函数 
JU-qo)D, HECO ril, sg CO, UE, Vo = FO0), 0 = gig), 
TÆ HVE RER m, V, y) =E, v)YnmLbggT—4 
简单 R ERER RA 

E aG), yODOJEJUTRR (2) 过 Gv. yo) 的 解 ， 其 最 大 存 
EKE» (e, B, MEEGA q--—coo, B-co, PFPA X 
B«ee, pBiVi DD BAUER AIVOGOD, gb) VG, 9) 
tcc, B, JT GOD, yO dE (4，B》 上 必 有 界 ， 根 据 延 展 
TE, TE ad), ya) Æ B0], 070 上 存在 ， 这 与 
8B 为 最大 存在 区 间 右 请 点 相 了 矛盾 。 故 必 有 8= co，4= ~ ceo。 又 因 
VG, p eVGs, 9) 为 平面 的 简单 闭 曲线 ， 训 r( SEa, 
y 为 方程 (2) 的 非常 数 周 期 解 。 并 且 相 执 线 在 《xz， 办 平面 


上 是 一 条 绕 原 点 的 简单 闭 曲 线 。 
4r LEEFT Jo) «C, T(Í) = (ZcCÍD, EcCGO, rei) pl Jp 


* 423 * 


Gc, CE coo), pO natn d EEEO ec], W 


- FE I Nu So » 144 
z= f de « | "e'coat = |. m3) y! (t) 


def 
RapRém, Gn — deju, . 


由 2 和 8 的 定义 及 上 面 的 结果 可 得 
Bero, WC 0BP ac 一 2x 


#e=0, MC 0B] oco, 
` 著 8z#0 WüsC-ooBp oc s 
车 8=0， 则 当 C->co 时 eco. 
由 于 @c 是 的 连续 国 数 ，C C00, oo), wbR DORCH fie 
B Clio: = 4, 
MEGI G, CODESEIRA ERR W 


E 
Vertet), y*(D) = C*, ac« 24, C*€(0, œ), 
现在 证 明 zx*(1) 为 方程 CO 的 解 ， 直 接 计 算 可 知 ，( et, 
-y*G)DIBRBZEO,H Vc-z*(f), = yY* = VC), 
y*C0 - C*, AA EV = CARRERS AAR ST, 
wE 
(x*(0), y= atit oT), -y*(E 1)), 
. TELO, 4D, 
Mm Ty = —z*(bT)-z*(i-2t), y*6i) = (i 0 2T), 
所 以 27-4n, ARES, Hir22n,. XTE, D, WT=2, 
于 是 有 : 
z*(P)c —z*(i p 2)— ~ tt 2), 
= T= -y*tl 2). 


(6) 
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YPE (OD. -cz'O» 也 满足 方程 组 CO. A Vori) 
—2z*(1))2C*, BRI (D Ey" (OD, AMFI ETEO, D, 
使 

(*( 1), tt ar) m(G*D, g*(5), 
By z*(i)eyt(b RT), y") E er), (7) 
[4 a*i) = —a*(0t 2T), TIER, y'()— —g* CE 21). 
由 (6 和 (7 得 zsCtr 一 2) 2 z*O E21), g*(t-2) 2 y* CE 222 A IT 
27Y +2= dn，n 为 正 整 数 ， 于 是 有 T= 1 或 3， 以 下 说 明 T 考 3。 

div -3, WC AuyfCoie3)-x*CD, x*( 322 —y*CD, 
ELO 421, WAM (Cm*6C20, y*CHOÓ AABS Sg. E 
zto)， VED 属于 第 一 象限 ， 则 由 (6) 各 (x1, 25, 
IERDE Caf) -M UV. KERBER, BA 
(2*(f, +3), y*C +3 只 可 能 属 第 三 、 四 或 一 象限 。 然 而 ， 
(zto+3)，BYffto+3))=《 290fo) x*tCG00,. 应 属于 第 一 象 
FER. DTE. ATE Dbr-il, Add x"(D-y*'C +i), Bp 
yu)pexr'(-1n BOPRODNS-—TODE 


D cft a) = —füit*(E-13). 


Bx CE) e Wi e rg COD ELE Mp ad di zy Fe] TULREE 

Xp[18521BH€ T F BL E a ARE 

x ne x*(£)1, a 

dUpemo m0. 0-0x1, H9 AE IE. 

定理 ? (0-1, -ir 或 0<9<1 时 ， 方 程 (8) 有 有 周 其 
为 4 的 非常 数 局 期 解 。 

WE X [163] 对 此 定理 的 证 月 较 繁 在 这 里 我 们 给 出 另 一 简单 
前 证 崩 。 以 (a? x:(1)》 队 方程 (8; 两 边 ， 得 到 
d ( 1 In| SEED 


D = 一 ore 一 二) 


dt \ 2a a— rity 
: _ G(ei" 31) a 
作 变 换 “= 一 zj 一， 出 方程 (8) 变 为 
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ĉarti) 1 
y()s-w'(57 1), (9) 


FEIERN H +1 . 
这 时 ,我 们 只 奖 证 明 方 程 (9) 有 周期 为 4 的 非常 数 周 期 解 y(f) 即 可 ， 
因为 (0-2 Se D A ERROO ZR. 


METEO RARA DONER), WA 


仑 2aztt-13 一 1 é 


ry p 
z'(P)- ma Cone , 


WE fonat (EEI V 满足 定理 1 的 一 切 条 件 ， 事 实 上 ， 


e^". 
xf(x)03kb AM). X 


EL NL 
co， 当 0<8<1 时 。 
fo) 
出 


B= lim =0, 


故 当 9= 1, nuo 或 0<6<1 时 满足 定理 1 的 条 件 (5)。 此 外 ， 


: z gimn] ü E 
im 人 e? 十 了 ) ds = co, 


BüESUIBMEUCNHAPE. idu SEIQEÓDES?IUGC. 
下 面 考 察 含有 两 个 滞 量 前 方程 
zx'(t)- -[fixtt - 10 4 fttt - 2551. (10) 
定理 3 BEJA YESEQUA EE Hé dEcHmo0mb rf(ix)L0.8 
eHgiixulBpuE X. ME 


x 
Ts. (1D 
m 
或 者 UI (12) 


则 方程 (10) 存 在 振动 的 周期 解 z， 且 z 具 有 周期 bs 
" 4267 


证 首先 证 明 常 微分 方程 组 
TA = JUGN AFN), 
fro eec feu», (12) 
z'()s fict) fac» 
T e ouo Bu die xa BIA. AUUESIA EID S, ELP, RR? 


PN 
Cx, Y, z)-(fG), Fn, JO) 


E 
/9 -1 -1 | 
A. sf 1 0 —1 | X-ü, N. 2). 
\1 1 05 
芭 方 程 组 (13) 可 每 成 等 价 的 形式 
X'=2A W(X), 45 
35:500 382€ (025 
XC) = (C0), yo», z(00)02(0, —Y. — T), Y>. 


(152 
iJ $E OD 满足 初始 条 性 (15) BPHEOCUXOG. D. R GD F 
E, (r—y-2)'-0, Bib. XHEBIMYDO. XO, D 对 所 有 的 
时 刻 都 会 停留 在 平面 x-y+z=0 之 上 。 


设 Fo) = l'/cods & WX) = FG «Fan «Fo». 
y 
W V 为 正定 。 当 | XI 一 co 时 V(X), AVX G) 0. 


BOX 8-260, VOX) 2a 为 一 个 不 挛 曲 面 。 从 而 对 登 一 个 > 
6, V(X)-a 被 平面 t-y+2=0 截 出 一 条 简单 的 闭 曲 线 。 这 条 
胆 线 是 正 不 变 的 ， 这 是 因为 VOX) =a E&or-y-z20 两 者 都 是 
ETEA. Wi, HEARE XG, PAHE (14) 的 周期 解 ， 

Bom. 表示 XG, p 的 周期 。 各 定理 1 的 证 明 那 样 ， 我们 
uf EDI (14) 的 线性 化 来 考察 接近 y= 0 及 y= colbpr PIA 
可 以 得 到 
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2m 
ac 


kd 


EED, m ponje 


若 #=0, 则 当 y 一 0 时 Ty 一 0， 

2m 
=g ; ni M — n Y*— — 5 
T8740, 则 当 Y- oo 时 下 v 38 


FB = 0, 则 当 ?2> comb ,—9 co, 
条 件 GOD 和 GD 都 可 导出 上 月 某 个 yp，Yy =5。 dE X) 
= (E(f), yG LGD 表示 方程 〈14) 具有 周期 为 6 的 解 。 
现在 定义 T,， R- R} 
/0 1 ?| 
Ta =} 0 0 1 
i-10 0/. 
FRERE JAE GO 的 任何 解 XG), TXO 也是 《14) 的 
H, H T. 保留 平面 x-y-2-0 的 不 变性 ， 由 于 f Ox. Mt 
可 验证 VOD -VQO, X), XE Rt, Paki, RASTT:X G) 
E CAD fI— AAMI RARE, HVCTX GD SVX Ge 
因此 有 


{Xo ER}= {TX (tt ER}, 
从 而 存在 其 一 个 po 使 T.XQQO-XQGoin. Boy Til, 
TA Rir. ie Xa STEX G) = 人 f+6D)。 我 们 可 以 假定 
是 ]，2，3，4，5 中 的 一 个 ， 考 虚 集 合 S= {TX m=), 1, 
2，3，4,5}。 遂 过 直接 计算 可 看 到 ，S 中 的 点 是 一 对 一 对 分 开 的 ， 
HE da 

mp0 (mode), m=], 2, 3, 4, 5, 
Flit. P2, D53, m4, RE P=1Ñp=5, RERE# T.X, 
DSX D RATX, (=X, G-I) 

B T3 v0, 


X PM | 


Z 
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-— mm 0 


jo) (KO - XXX ,00)) e VCX (00 9 — YfGO X0, 
于 是 有 T.XQODO - XQ0- O. Bees 

Terott), ga, 2, CDD 

二 Cn) y, — D. ztt—1)) 

= (Yo CE), za). ~ xDD, 
Bbyco-zrq4-0, BBBHGTÉ 0-£0-2. RAHE 
C0133 的 第 一 个 方程 之 中 ， 得 到 

TE) = — fitt m1) -frott -2)) 
A (DEF ECD AA K AGHI aa A E, 

B 考察 下 看 的 方程 

st) = NT Ee- oex0-2)1, (16) 
RE yc =r OEL- st DW 

z(i)-[e?'í!? —1j/De?" ?+1], 
FA fw) -((G-1)/(0"-D, W (00, J ABA, BH 
vf(v)2»0, Jificle)wW 5b 

deno FWOD AWG 


ERREFE =, 8-0. Wie, du 7 贴 由 定理 3 知 方 


程 (16) 具 有 周期 为 6 的 非常 数 则 期 解 。 
我 们 可 以 将 定理 3 推广 独 多 澡 量 的 方程 之 中 ， 即 
a (25 -2fi(E-3) e fict 2) +: -+ filt aR] 


$3 存在 周期 解 的 Grafton 方 污 


关于 攻 函 微分 方程 周期 解 存 在 性 的 研究 ， 在 上 节 中 介绍 了 
Kaplan—Yorke 的 方法 ， 它 对 比较 特殊 的 类 型 的 方程 是 有 效 而 且 
篇 使 的 。 在 本 节 中 ， 我 们 介绍 及 , B. Grafton 提出 的 方法 51657， 
它 是 利用 映像 的 特征 信 来 研究 周期 解 的 存在 性 的 。 

ao 预备 知识 

设 EA n HER BEER), ESI. ERIS Im dl ss ing 
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S. CD -r, 0],E)-2C, r0, C mtt—7;5X git i Ze Ug 


lg -supiIgcOD)[; —r«80-0). 
AGBSASEBIEEEBOTE 
£)-L(m) {1) 


Pp, CE, 为 连续 线性 算 子 。 
由 Riesz 玫 示 定理 ， 存 在 定义 在 -~r, 0J 上 的 nxn 有 界 变 
ZAERO, OSR 


i= [dg(8) Je t -- 0) (2) 
CD 的 特征 方程 为 
detA) - 0, Ad) sn -[ [dg 0) Te" * (3) 


其 中 1 为 nxn EAE. (D BUIUBRODL 的 特征 值 。 它 们 或 为 实 
数 或 为 成 对 的 共 轴 复 数 。 每 一 个 扩 具 有 有 限 重 ， 对 在 复 平 硬 上任 
意 给 定 的 垂直 带 形 ， 只 能 有 有 限 个 根 在 它 的 右边 。 如 困 和 满足 
(3) 生 为 可 重 。 则 方程 (1) ERAMA hP e't (j= 
1, 2, n, mof 2e FEX 3r Bg Pact) ARA R PI d nis, 
其 系数 属于 E,。 

对 于 C 中 的 子 空间 Pth)， 如 果 它 在 解 映 象 TCf) 的 作用 下 不 
UP. HRA (6100, $,(000,-—, 4,00) Crax 则 
称 P(%) 为 对 应 % 的 广义 特征 空间 。 

BEBE. (RA (1. A t 为 的 特征 信 ， 每 一 个 和 ;县 
有 重 数 my(j =1,2,…,5)， 令 ksm, +M, +e +e, 则 存在 对 应 
4 的 广 闪 特征 空间 POD, EAR RARD EERTE, g 
E, PA) 是 由 所 有 的 POS 合并 而 成 。P(4) 的 性 质 被 概括 成 
如 下 的 定理 。 

定理 1 设 4 和 & 如 上 所 述 , 如 存在 nh x 的 给 阵 通 数 

P(A) —(9$:(00),0,00),-,0,0000 reaa), (4) 

它 的 列 是 组 性 独立 的 ， 并 且 形 成 P(4) 的 基底 ， 亦 存在 -一 个 实 的 
kxk ERA, BU MRAEIEIRASUTUX. BEA RARR, 
关系 式 呈 (0) -e00D0e^t Rar, TOD AHEDO E 
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证 骨 略 ， 读 者 可 参看 [28] 第 七 章 。 

ELI ”对 任何 和 EP), 存 在 一 个 唯一 的 8 维 向 量 5 使 得 
中 = 中 b。 方 程 OD 以 $ 为 初始 函数 的 解 为 x, (0) = et b, £250. 
HETI HE MA PCO 中 的 一 点 出 发 的 解 的 轨 线 当 #z8 时 仍然 留 
在 P(4) 之 中 。 

Hios 在 广义 特征 空间 P(4) b, CO 的 初始 函数 为 
四 = 中 b 的 初 伞 问题 退化 为 # 维 常 微分 方程 POD = Ayl), y(0) -b 
的 初 值 问题 。 

存在 C 的 子 空间 IOAPO REB, CEAT TO) WHE 
BP FdudEGRAEAN. ATEOA IE, AARE N E 

bs- S ARDT, seo. (5) 


T57 (D PA, CAE A a hA ss HE o* D 20 BA TOU [Hj 
C(p0, r],E - C*, (D Bof dE Tess Bu EIS. CRI 
特征 方程 的 根 正好 是 (3)? 的 根 。 因 因此 在 C* 中 存在 对 应 4 的 广义 特 
征 空 间 P*(4}。 它 的 维 数 与 PB(4) 相 同 。 炎 似 于 (4) 式 ， 存 在 一 个 
nox kipi 

309) = GP, (0) pe (0), co, Pe COO, (8D 
THERE AHERE PHA) 的 基底 。 现 有 必要 引 A. 
双 线 性 形式 ， 


(6) = vrco$co - 人 .| IE- OLOTIDE, 
(7) 


其 中 EC*, $EC. 

定理 2528 存在 C 的 子 空间 QOO, CARRADA, WHE 
Apii, HHOCA)- {9EC， (0,9 20), HPPA ERE), Gg 
RkXjygd, EHYA 中 得 到 的 。 此 外 ， 若 gCOCA B 
TIf)gE CC4)，(fz0)。 故 @04) 在 IT 作用 下 不 变 。 

下 面 的 定 迁 指出 PC4) 和 84 形成 空间 C 的 坐标 系 。 

定理 3C281 PAO WAOE, Ax kp P, D) = 
((,,0,0 G i=l, 2k) 为 非 奇 异 。 如 果 业 和 中 WEO, D) 
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zl, MEPA ARITE- -地 分 解 为 
gH g9, g= POF, g CPA), g COGI. (8) 


现 取 A= {A; AQ) = 0, ReOO0]j. (9) 
它 是 一 个 有 限 元 索 的 集合 。 
(0 周期 解 定理 
考虑 自治 证 师 微 分 方程 
rb S= Liso) +N), (105 


其 中 工 在 如 上 为 连续 线性 ， 工 的 特征 值 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 (这 
fi EA, GEE HL CE EE JJPCA ) ££ PRIQCA 0 £50 fg T6). 


RT N ECES, NOD =0， 在 纵 定 的 9>0， AAEE E 
3x CO, (0 —0, f 得 对 任何 9 ， g CB, 有 Nig- 
Neg) Jand lgo 一 多。 其 中 Be) 表示 以 apt, 25187080 
ORDER. fBEGITEOGONMEERSPEST. 

设 天 是 已 中 的 一 个 闭 曲 集 ， 如 果 aEK， 则 对 一 切 8 宇 0 都 有 
BacK, JEEDA git) m., sA- 9 中 至 少 有 一 个 不 属于 E, W 
REYE, MERA (100 的 解 的 轨 钱 从 锥 五 中 的 任 一 元 素 及 
反 {0} 出 发 ， 经 过 时 刻 TC8)》 AEK pq, RTOC) 为 连续 并 且 
使 得 对 任何 六 >>0 和 一 切 &CBono K, XprecüosTO), X 
ATEMA AM, MEERA APRA, ToO FE., 
我 们 说 系统 (C10) 将 长 观 入 它 本 身 。 时 由 ,如 果 x(h)t&8EEK) 是 方程 
《I0) 前 解 ， 贴 我 们 可 定义 算 子 4 如 下 

Ak ET (hk), (11) 


算 子 妇 关于 下 是 正 的 ， 也 就 是 说 ， AHKERIA KEH, HF 
£(R)RE rdo 关于 初 值 是 连续 的 ， 故 算 子 4 是 连续 的 。 从 下 面 我 
们 还 可 以 看 到 算 子 AEK, 方程 (10) 右边 的 Lipschitz 常数 
To (02-05 是 连续 非 减 的 函数 ， 则 当 do CO 上 6 时 有 

jm, CR] zc e le? t? *. (12) 
BETO = 了 为 TORER, REKOBOD, 于 是 当 leladen? 
-9/Bf, GD ARY. RHH 400, PR rak) = 
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Ah; kc Kn BO) 时 为 -一致 有 界 。x(R) 美 于 + 的 导数 在 (000 
-Fr，T(k&)1 上 存在 并 由 00}) 式 给 出 ， 因 此 它 也 是 一 致 有 异 的 。 由 
Ascoli Sz BEI Ay AERA 

下 面 是 美 于 周期 解 的 存在 定理 

定理 4 设 天 是 C 空 间 中 的 一 个 锥 ， 和 4 对 天 中 的 一 切 Rs 0 有 定 
六。 如 时 4 满足 下 列 的 条 作 ， 

G) SHERCOGOKRBj, inf|AK[0, 3trpGyE C Zs 8i 4-76 
KHE ERR R 

di 存在 有 限 数 MDOBERRCKHIRIEEM M, DARII 
lA [s 

(iib ACABO) NKE, infijb? I0, 

则 方程 (10) 至 少 存在 一 个 非 零 周期 解 且 周 期 大 于 7。 

证 假定 4 在 六 中 有 不 动 点 名, 它 不 是 方程 (107 的 临界 点 。 也 
就 是 说 ， 由 本 岩 发 的 解 娄 线 回 到 &*， 因 此 是 局 中 的 闲 轨 线 。 由 解 
的 唯一 性 保证 了 这 个 闭 胃 线 为 周期 解 。 

€ 中 的 非 零 元 素 中 称 为 4 的 特征 函数 ， 是 指 存 在 一 个 数 &( 特 
E HE AG = 56, 

JHARAXTKEJRGERIHÓCKdAMERAEBP, Meo 

SQ ERR CEGEHREBHGS E. EKPA A 的 特征 函数 对 应 于 特征 
El 下面 通 过 若干 个 引 理 来 证 明 。 

我 们 说 一 个 算 子 的 特征 函数 形成 长 度 为 忆 的 连续 分 支 。 是 指 
对 每 一 个 RR, 算 子 的 特征 函数 集 与 零 元 素 的 每 一 个 包含 在 
BCR,) 中 的 开 邻 域 的 边界 之 交 非 空 。 我 们 说 连续 分 支 是 无 限 长 的 ， 
ALTER E PE LER, 

引 理 10:92 设 G 是 某 Banach 空间 中 零 元 素 的 有 界 开 邻 域 ， 
KK 是 空间 中 的 锥 , 假定 在 GOK 上 算 子 和 关于 天 为 正 且 为 完全 连 
e mMk E93GNK 时 infl4RI2 39， 出 算 子 4 三 GAK 中 至 少 有 
一 个 特征 函数 对 应 于 正 的 特征 慎 。 

证 瞄 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 1163]。 

引 理 2 ，” 设 算 子 4 关 于 难关 为 正 且 为 完全 连续 。 假 定 4 在 天 中 


“了 3 了 3。 


FG -—4 3 UEPIESEASCOE. Fs {0ER 十 为 4 的 特征 函数 ， 
áp =u}, MRP E TFR tF 

(v) WEM <0, >09, ERAH Oc F 满足 eM 
Bb, OPRERUSPSERDS. 6t. 

OO /— GESEGOGR BTE AB3RG, ERA WEEN, A 
PERRE f e ua 
We * JA ABUSESERE, FIAR E pico" C F, 

WE ” 候 定 不 存在 这 样 的 和 。 设 Fu = {$8EP: 6«G), 
及 F,-lóCP,: 对 应 的 特征 值 xn <4*}， 

F,-i(éó€FPF,: 对 应 的 特征 从 & 守 4*}。 

MF -SF EPH, Fi UFR BERAE, TEA W 下 的 
结果 : 

D FF, 离 原 态 为 月 界 。 这 是 因为 了 1 二 Fo 而 PF, 离 康 态 有 界 。 

Q FRAR, BRALEC., EDA, MA ec ES 
ipM, WAG, HAc" xx F.nISESCTE A. 

© F. WF, BAHE., E {9.} 是 Fi 中 的 有 界 序 列 收 就 于 
$8。 由 于 F， 离 原点 有 界 ， 故 lb >0 HARESH, (40) 
收 化 到 49$o。 这 样 ,序列 {R,} = Adl eD Wegi S 46, ei 
=p" 从 而 得 知 方 程 Ab, = 50.9 9098j Aó, = Bebi 如 果 
B.-A*, WA SARERA G, xx S4 REEL. BEH tc 
MED EF, F HEET 25100 i, 

Q 集 ,与 F; 的 距离 为 有 限 。 若 不 然 ， 则 必 存 在 加 EF,， 
EF 有 A 1,2,…， 使 得 

当 n 一 00 时 ， [$,—34]--0. (13) 
由 于 F; 离 原点 有 界 ，F， 有 上 界 以 及 (13) 式 ， 我 们 可 以 假设 序列 
{全 有 上 界 且 与 原点 距离 有 下 界 。 因 为 AAR H inflo, v€ 
F., MB 
0«cu* n, = AV, VT [sup Av, /inf Ib, [| oo . 

EDER JS H FACE SISSE e mur EGER, HARPREET 
5p CAv,) RA We EI PAL CAVI. 因 sup]Av, 770, jx (Aphia 
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到 非 零 元 素 9". CHISE s.v.. MERX Sikati, CPGE Gc 
£260, TEXEN(CE)2O0, f4QoMUANGOBUR 
Ife — Vel = [Ava] B vul 

zB /HD ~ DP + (AVI Loo d/l 


«|n m) - 119 e AD oto ute e, 


Hiki re ao MF RREA. E Fao ICDA O Ip 
Pto MP RTEA. ECFo RHF F EDAT A Aii 
FHF RRd >, 

SiGmiRdPV' BED X, ODE 


G*-GUG,, G, ={9EC: lp- gl S, €T). 


Ju G* y X; 2EcCOXCBUN EJTABER, CFOPRPRÓISRUEH], ATEOG*[) Kp 
不 存在 特征 函数 。 

由 于 忆 和 6G* 之 交 为 空 集 ， 若 0G* 人 下 是 GNKA AR. 因此 
4 在 0G* VK 中 的 特征 函数 应 属于 Fo, HOG* NF -o0G*D PF, 9h 
ik RK.COG*ü E, M E, EF, AERA FP.éYEG"myppHE. dup 
Wak, EF k.GAR XM OTOGOKUM Ge 门下， 这 是 因为 oGc* 
门 KK 包含 这 两 个 集合 的 并 集 。 如 果 名 ,为 5GNK 中 的 特征 函数 ， 风 
由 G 的 定义 知 #, 会 仅仅 因 于 F，。 WRR WG OK 中 的 特征 函数 . 
则 它 不 会 属于 了 f,， 这 是 因为 G 的 构 道 使 Fi 与 OG. 不 相交 。 所 以 
aG* (FX S SR. 

Bi EF ESI LGBT., AREXE Fe, 3E 
F 中 有 特征 函数 是 存在 。 引 理 2 证 举 。 

问题 己 经 退化 为 要 证 明 算 于 4 当 w*=1 时 满足 引 理 2 的 条 
件 。 我 们 己 经 证 明 过 4 为 完全 连 线 ， 关 于 锥 下 为 正 ， 在 其 有 无 
恨 长 的 特征 函数 的 连续 分 支 。 定 理 4 的 条 件 UD PRGET S[38 2 的 条 
PEIV 当 4*=1I 时 成 立 。 因此 我 们 仅 需 证 明 引 理 2 的 条 性 VY 有 成立。 
这 需要 通过 下 面 的 引 理 来 完 或 。 

9383090 对 方程 (10) 我 们 假定 49) 中 的 4 为 非 空 ， 且 存在 


(057 


UAE RZEP, MAER 5,003403. 144€ 8-060020, 
spt) Oc O--0, MARRA VEG) WX POM Rysy 
= QU.) 的 分 量 是 正定 的 二 次 型， 使 得 当 ed, [/7 |. sóng 
V ()7»0, XX SV. GO JERV ICE BE CONAB 内 的 解 轴线 的 导 
数 。 

引 理 3 可 以 应 用 到 方程 (10) 之 中 。 概 定 集 合 

G= {gEC: lgl} n ig EC: lg |- s8} (14) 

具有 如 下 的 性 质 ， 

(vb. 3G KE 中 的 任何 元 素 在 P 的 投影 为 9%。 即 


GNE= {REK;: lélegs, [$F] 20) T, (155 


(vii) 方程 O00 BA DP, B £E— m & RRR Oui 
cB C UO Bi OLDER, DHASEEB(OD S K. | 
由 于 A 具 才 无限 长 的 特征 函数 的 连续 分 支 ， 故 笋 子 AET 
PARER om EEDS. WE xo 为 方程 (10) AE 
Haim, RAR Eriol, EP p AS 2 EE dA TF 
Re BEN lieo isd, RS 
sO lerc A l9 Apr = B [$7 | — ns8, 
LÈBRE =l, XR 4=1; 则 4 为 #4 的 不 动 点 ,因此 可 假定 > 了 。 
不 难 证 时， 为 零 元 素 的 一 个 邻 域 。 我 们 已 证 明 条 忻 (vi) 和 
(yi 被 满足 。 则 混 G 当 iu = 1 时 满足 引 理 2 的 条 件 (Y)。 
采用 证 明 A 的 时 性 那样 的 论证 方法 ， 便 可 证 明 性 质 〈yii)。 
az$0-6(5)9 E, piis--OBpó( 0, MefédXES, Das), 
0«s«1,9J-J(0/), T- T(0) R acexpc 一 TI) ,因此 由 (12)， 
WEREKNBUG), WARSA 所 以 著 
D,—Kf Bgd), (16) 
Wf Bi Cel) ru 
现在 剩 下 来 要 证 明 可 以 选 到 一 个 85， 使 得 (15) 和 (16) 7E. 
Su4TE Jo XÉMDH. BOIKE 中 的 元 素 在 P 的 分 量 有 正 下 界 。 
pREGEXUÉ, WpaGOK 中 的 元 素 存 在 一 个 其 范 数 大 于 46 者， 
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而 在 P 电 的 分 量 的 范 煞 小 了 38。 故 (415) 和 和 (16 成 立 ， 

3[84 WREE CDA., MA oB ^ KCO 00 
中 的 所 有 k, FEAR adva, vo—0hdt3Ó, 8 
Ik" lz-acó), 

WE HE O. (Iu ARTXEXXCHEDUTEORAR. WMfEOGBOOOEK 中 
DERA D QE 中 本 -cooBDELTO.:85,/0) COBOD CK, 
AX ^SRÍPOLIOAER. dO oA hia, oBOD NKRA 
Qi üE TTE OB(O, Kb Sob fedgE TIRA, ,使 得 RS - a0, 
dB NBI. MAKETEE ER, CoB K, du 

LBR OPL = BkRo.= pa aBd), (17) 


我 们 车 在 (17) 中 仿生 = wacd) =a), SEHNAL, Ha 


REB, Mdachi AANT 
al} =ð, v=a(1)>0 (18) 
从 而 引 理 4 得 证 。 

ERER SLI srg, AC BEER, vip 18) Bpxh. DA 
保证 :5) 和 (16) 亢 式 成 立 。 

AN qp uEBICOL BYE. (Bx k CoG Ki ls <s, IEK, H 
为 

AaG= {gE Ct lgl-8, ig'| «sdrU(ocC : lgs, 
I g* = sd, 
WA IR 0, (BEHSIERARE vd x eo [Ox s0/q, XX 53 sav 
f GEO aq. 

要 证 明 (16) 成 立 ， 我 们 注意 到 对 人 尾 一 REP,， 有 Ilse 
vað = a(g0), WIR |k|49, Wj R >a, EANA, BE 
T,—B(gq 0 NK, M mie T EM, 

(3) ”定理 4 的 应 用 

文 [165J 利 用 定理 4 讨论 了 下 列 方程 

£(f)- —GxCE- ELH], (19) 
ich = esit- DLs iO], 
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fO reOr*()— DECH +a 0-20, £0, À750, 
前 周期 解 交 存在 性 ， 我 们 在 这 里 仅 将 方程 (19) ETIWEC. Mi E 
介绍 奶 何 和 用 定理 4 来 判别 方程 周期 解 的 个 在 性 。 


定理 5 如 果 e> 二 ,四 方程 (19) 存 在 周期 大 于 1 的 非 平凡 周期 
m. 


证 方程 (19) 显然 是 属于 方程 (10)》 类 型 的 一 个 具体 方程 。 
(19) 的 线 柱 部 份 的 特征 方程 为 和 + we !-0. TIER SIBES fE E 
Yo» Ave DRE 


auen 对 应 于 任 -一 在 [ 1.0] b pd A n ESEÁ, 
FEODAL O00, £20, HAET I BEER 
G) djf(Dz-1, Wiz(f)(DE-1 (o2). 


G fO) 0-1, Wel1-rQOGocet—-1 (23), 
dii) 7 


BaS ., EJE (C—1,07iE (HEH (0027 — 1), m 


rC(É XESESH ETRIE foot] ETE 
(v) 


对 握 动 和解 2 站 ， 存 在 第 一 个 点 zil<2， 使 得 xD 
=0， #(A)(z 0, phus uBIBNCBADT 1， 而 且 是 简单 
的 。 


证 明 赂 。 可 参看 文 [166]。 


H K-(kcCC(Qp-1,01], E>: Oxch(B, 2 ch(0,5, ~ lB 
sz8,-0]. (20) 
容易 证 盟 ， 对 于 天 的 边界 元 索 和 内 部 元 素 ， 引 理 5 的 条 件 Gib 都 


成 立 。 对 于 任 一 REK， 引 理 5 保 证 存在 00 的 第 一 个 简单 零点 
z, 且 (ER}(z,) 半 0。 国 此 由 下 起 


Ak=r l(k), vU) S z,(OD 1 (215 
定 交 的 算 于 各 将 并 映射 入 并 。 


证 湖 r (8&8) 在 K 的 连续 性 相当 于 要 证 明 2, (有 在 区 的 连续 性 。 其 


WRA S00 EK 上 的 连续 信和 和 引 理 5 的 (vo HEARSE, 
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ETHER SUe.COBE FREE HIT mii S] RA 

引 理 6 ”对 每 一 个 000, AEAEE TQ, wirs 
Zk) E IXT(OO, REBONE, 

证 WS A'. KC 的 定义 为 At'kR-r(R, CA*R)(0) = 
MGAO, (-1«8s(0., MANEN A 的 紧 性 的 相同 论断 。 得 
5A" AUE. WE CCLIA"(BOD (IK) =S, CERE., SD 2.00 
作为 5 到 实数 的 像 ,z,(&) = 2, CARO, WE za( ) 是 一 个 紧 集 的 连续 
WR. E48 IR $E RET (0), 

FESI R uE You :84ABUZEfPOON GL. 

2:7  UGCOCUE HETES RAR, MACRA, 
REQG  Kijinf';AR| 70, 

证 注意 到 因为 CIK PBHRSRGUGKCAUEDER. WOFI DSO 
使 得 

infik| = inf RCo =d, >0, k€ OG K, (22) 
假定 对 KE3G7TK， 有 inf] AR 20, 办 为 JAR| S (8) (2, +1), 
ABERERIK c xz. 1 时 有 infz(bqt)-0, 
于 是 存在 一 初 值 序列 属于 9GNnK， 其 对 应 的 解 序列 在 单位 区 间 上 
趋向 地 零 。 因为 AR 是 单调 增加 的 。 数 解 的 导数 也 趋向 于 零 。 
由 (19》 知 这 些 解 在 前 而 的 单位 区 间 上 趋向 于 零 。 并 且 当 2-1 
siaz Bj inf|z(R) (1)| =0。 由 于 SG 有 界 ， 散 2， = zi{) 对 一 切 
EDQGTK 为 一 臻 有 界 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 过 程 继续 下 去 ， 
经 过 有 限 步 便 得 inf|zC0 0,00 -1)] 20 AEG CK, Ege) 
zn DAL Ezz] 上 的 极 小 值 。 经 过 一 个 类 催 的 过 
程 ， 又 可 回 到 z-1, ZIARE NE xpinflz(R)(0)| =inf 
(R(00|20, &CaGn K, pst nclB. Ans BE, 

定理 4 的 条 件 ( 计 ) 是 得 到 满足 的 ， 如 果 我 们 取 Met —1, Ħ 
hel>- Ibh Bpod AR lh t 

最 后 ， 我 们 证 明定 型 4 的 条 件 (iii) 得 到 满足 ， 从 面 完 成 定理 
5 的 证 明 。 为 此 再 通过 以 下 的 可 理 。 

引 理 8 WK Æ (QU E; $8 3x5 f) 4, kCOBCODDE, m 
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Inf |^ 17-0, 
证 文 C5166) 中 的 一 个 结果 指出 ， 营 e. 风 存 在 (19) 式 


中 线性 部 份 的 一 个 复 特 征 信 和 =o + ip, E 13 o7 OL Ov TE AT 
于 Ao = A, 为 ORERE 对 = (p,p ORERE V = GO, VD. 
AKUuBé-et/00)9-30, —dx0x0, $267'*, 0x 0x1, WERA 
TIU ee EEI, Y) = 了 
现 假定 存在 - -序列 8; COoBOD 0 K,) =],2,…, 使 得 inf jk | 20, 

Hir dr iocos Spe sz dc] HB BEAR WR inf | PLA, | =0。 
由 此 得 inf Rkp] = 0 及 inti OR)! & 0, 其 由 RD 和 IC) 分 别 地 
为 GRO BA ARANE AR. idco 

RA) -a[^ R,(s)e- O * Ucosy(s + 1)ds, 

TCR = 中 B, (s)e7 7! *"siny ts 1ds, (23) 
由 于 0 过 7 之 XT， Mui €31,01] eexp(—- o(s - DOsinp(s* 1070, 
EL. HFP infliQRj]-0H &6 在 -一 1,0] LE3ENCBP JE fA. MC 
—i«s«QOoBR;G)--0, 1 2638 él] 9 8,00 2 1, BIA; COBCO DK, 
再 和 根据 (23)》 可 知 inf Rp] =1。 导 出 了 矛盾 。 引 理 从 而 得 证。 
于 是 定理 5 全 部 证 毕 。 


$4 存在 后 期 解 的 Nussbaum 方 法 


在 本 节 中 ,我 们 将 介绍 研究 周期 解 存 在 性 的 不 动 点 定理 方法 
G.S, JonesE3CC1872 Hit T3; E& £(1) 2 —az(t- 1001 9 (0) 


Mam 时 具有 非 平 凡 的 周期 解 ,接着 又 证 明了 其 他 的 一 些 方 程 的 


周期 性 质 。 他 的 基本 方法 是 使 用 某 些 不 动 点 定理 ， 使 得 一 紧 映 象 
F 窑 在 非 淖 的 不 动 点 ,而 这 个 不 动 点 又 对 应 着 一 个 泛 函 微分 方程 的 
非 零 周明 解 .R.D.Nussbatm 在 文 [168] 中 指出 了 Jones 的 结果 中 ， 
楼 求 映像 为 紧 的 缺点 ， 并 给 出 了 一 个 新 的 不 靳 点 定理 ， 这 个 定理 


* 440 * 


排 广 了 Jones 和 Browdet 的 相应 扫 果 ， 然 后 利用 他 的 不 动 点 定理 研 
究 了 其 些微 分 洲 分 方程 周期 解 的 存在 性 。 下 面 介 绍 Nussbaum 的 理 
论 。 

1 Nussbaum 不 动 点 定理 

EALE Nussbaum 不 动 点 定理 之 前 , 先 介绍 一 些 必须 的 有 关 知 
识 。 

XA (广义 非 紧 性 测度 》 设 XX 为 ~-Banach 空 间 ,4 是 一 个 实 
什 集 函数 。 如 果 对 下 中 的 任 一 有 界 集 丰 ,LH 有 一 个 非 负 实 值 上 (4) 与 
之 对 应 ， 并 具有 直列 的 性 质 : 

D 存在 常数 有 >0，M>>0， 便 对 每 一 个 有 界 BBACX, OH 
PUL(A)SSYCA)MBRCOAD,. HAYA) 表示 4 的 非 紧 性 测度 《 见 第 
dH 1». 

2) XHE— ERAKACX, uCCOCA) 2 4(A),COCA). SERÁ 
的 是 闭 包 。 

3) HIRACB, Wu CA) «A (B), 

D (CA 1B) - nax(p CAD, sCB)), 

D BAR BOB +E), Hop A Bz-(acb, acA, 
bcHBh), 

则 称 & 为 广义 的 非 紧 性 测度 。 

下 面 我 们 简 咯 地 介绍 不 动 点 指标 

我 们 称 一 个 里 的 距离 空间 4 为 紧 的 距离 4NR。 如 果 对 任意 的 
FREEZE RI MR EE RERO PEE B OM, VUE CETTE BUE SEIEN f:B—A, 
j 在 8 的 某 一 个 开 邻 域 U 上 ROB XE ED JE f£. UA, 

设 G 为 紧 的 上 距离 ANR A 中 的 一 个 开 子 靠 ， 户 G-=4 为 连 狂 贞 
像 。 它 在 G 内 具有 紧 的 不 动 点 集 〈 包 括 空 集 )。 则 存在 一 个 确定 的 
EALO, O, RIRA EGERET A AIE. EA ARAA 
Rf dEGp TAA BER IE. 45, E ER WE EM TE 
B (可 参 阅 吕 717 和 [72J》。 其 中 最 基本 的 性 质 有 ;1° 可 加 性 , 即 
GO, Gio tiad Go sidd, G, 1G). Hirn Gi, GOA XE 
f. JEG, NG BEES n;2^s dE RE, BA Go = ig( RÉR s 


PP TEE 


jG))， 其 中 B 是 一 个 紧 的 距离 4NR，h 是 4 到 B 的 一 个 同 胚 上 映射。 
等 等 。 

THATAR RE Eb pd EXE XL Ipae. (Ui 
AJ&Banachzz [aj X ip üt AAF, UBAR ROT AS f: 
U 一 4 是 一 个 k 一 压缩 《 见 第 五 章 前 育 定 义 2》， 当 Y ED -Uk 
fD Ar, XK,-KQf,U)-COf(U),K,-K,(f, U)» CO 
FUNK), n=2, 3, we BRE S K.U,U) = 1 K, TOR EB 


KA ERE (BAAK RU, BÍOUnKcK., MEK 
AMEN UVEIBKOKSOBEAQUDXXCK. Gg fFEUEBIAGI B 
指标 为 

icli, UNK), 当 攻 .为 非 空 时 ， 

0, HKA ER. 


下 面 介绍 喷射 点 的 概念 : 

定义 2 设 不 为 一 拓扑 窄 间 ，x。E 尼 ，W 为 zo 的 一 个 开 邻 域 ，. 
f, WW 一 {xo} 一 X 为 连续 映像 ， 如 时 存在 z6 的 一 个 开 邻 域 U， 司 得 
对 每 一 个 zxEU~ {#06} 时 有 一 个 正 整 数 m =m(w)， 使 得 f*(x) 有 定 
XHÍ.G)€U. 出 称 z。 为 /的 喷射 点 。 

下 面 介绍 Nussbaum 的 不 动 点 定理 及 其 推论 ， 不 加 证 明 , 有 兴 
趣 的 读者 可 看 [168]。 

定理 1 设 台 是 Banach 空间 X 中 的 一 个 闭 有 界 凸 无 穷 继 的 子 
种，# 是 X 上 的 广义 非 紧 性 测度 ，z， EG，j，G~ fzo}->G 为 连续 
HAE. NASA ABUSE Un BU — 3E 45 33L AE d 
z€U -(n)BÁ/GO zz, Wifi f. G- U)-1BÉTEG-U ipie 
在 不 动 点 。 

推论 1 设 忆 和 4 的 定义 如 定理 1 所 述 ， 又 设 SCCA EEH 
为 4 一 压缩 。 如 果 z。 为 的 喷射 不 动 点 ，U 为 *, 的 一 个 邹 域 使 得 对 
zCU —(n)WÁGOz, Mie, U =0， 此 处 ，f 在 内 存在 非 
喷射 点 的 不 动 点 。 

推论 2 设 K 是 Banach 空 间 中 的 一 个 闭 是 无 劣 维 子 集 且 0 EK。 
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icf, ZEE 


XpAt4-RI-043RCG — (zc E:[mzi| R}, LR /:G—(0]—EOgB—]R 
4. wXNdEXPENEBE, füxpECK, jell 2RQUCRIHfGOSO, 
且 0 汶 1 前 喷射 点 ， 风 /在 G ~ 10} 中 存在 不 动 点 。 

2 MARKE E tE 

TE3X HH RPAHNussbaumti Pa jx s E 2577 EA 


po sy) eden - L2] t0 


满足 条 件 ze = 9 CRIERUIXESRBEDÜO, VC = 加 的 解 的 周期 性 .为 此 
我 们 需要 通过 7 个 引 寻 和 一 个 定理 来 讨论 ,其 中 引 理 1 至 3 可 涉及 较 
为 广泛 的 方程 


TAURI + 中 zz - ls]. F0, 


y (= elr) ke, tz (1) 


y'G) = atr) kelter), £250, 
ach gti) patan, p-mazir,, rs, Fh, 
YOS yr, 
81381 E GOD, VGD Xm CO Bg A ERI, HM 
Rothi r WH249(0)250Bj, FET L0, BEReO'Q)0, 
证 CHER. BERA 20, E XEM, = max 
|eci)|, b, -max(h, 0), UERR TF JJ; un 
D c Gc JEDEM, +k pét eg- e£ /3=0 (5) 
的 景 大 正 根 《车 方 程 €CO 无 正解 ， 则 取 E= 0)。 
WEM >mar (Ma, Eh RIB — TEREM, £220, 
(BETRAG. WT>0ÆEfkrT) = 对 的 第 一 个 时 刻 , 则 2 ETAR 
在 导数 Xx’(T) 字 0。 另 一 方面 我 们 有 


(2) 


T-r 
` z(s)ds 


yT) =y(0) — C mss +k f 


T-» 
«&y(Q) € CL Ie DpM, + c n zeds +k pM 
D 
«uoo c lR DeM, eR, pM, {4) 
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加 而 得 到 z'D)—-gyTocsz(D-r)—x)D:/)3j 
UO tI Et [A pM o tH PM c EM — EM? /3 
0, (5) 
MH OPE. Mes4z00cM. t9 
对 于 f 汪 2p， 我 们 有 
tr 


y= yip) —- n czis)ds + af t xQs)ds 


Syp) + A (I= ki) 全 Cds ~ i vds 
LN 

128 
«y sAckgM- (=h) scs, 0 


JoRA--[ xdi) mods, mum. RPO E 


L0, co) ERUR, FUC) (fo), BDRBSur-oomBbyOD 
ore, Büjm'(i)- — 99. ra) 永远 非 负 的 假设 蔬 生 。 共 此 
TO) TETO, co) 上 可 积 。 于 十 当 t-xco 时 


g(t)—u502- | rids + 2 z(s)ds 


-ü- t| eas, 
tj 
HP C = yli) telr =r at BDW'(nD HAE, € 
因 x00 3EfÁÁB E [0, œ WH, w limz(1) — 0, 如 果 设 
B = limyc D, Wlimz/(t)-B, WB = 0。 
ELITSE: 
ü [i 
ut) TORN eCs)ds th |- TSYas 
加 -k t-r n i-r 
(1 "i (sds 十 | x(s)ds, 
XHlimyCt) = 0 时 比较 上 式 ， iry D Se 
MELO yCO HES pR, erpii) 0 H 
* 4dd * 


q'limz(f)-0,sfigs^-ofBisclÍlo0ogfssudfPebevs3. BIdh 


t= sA 
z(d)-z(s) + z' (udu 


xQodu- 2 eot 


+ 
a—r, 


-4is)4 i YUDU 十 ef 


=s (s) + ef "00 -z3 Q0 /8 du- 7| z5(Qudu 
17i 


OREA z?Ddu, (7) 
[761 


因为 limf zdn=0, 放 由 《7) 知 当 t 是 够 太 时 x( D els) 。 


+ 
Tr 


I TIPRE. WË, 

现 将 方程 (25 LAMAR, rd) ~el =r) + ked 
—r,) c ex/ (1 — rj  - ext (OA CO V'ES I RPE 75 RRI fip 7; FE 
为 


À* — eheti q ett — keni 5 0, (82 
引 理 2 0, XOEAE AME REY: = cosrY OY, cT 的 
Yo HnJEey.— —sinry, CEIR Mes 0), MFA —6A reci = 人 0 
BAT ARMERO D0 — T EO) C. 


证 BRER, Masiv, ovociu, aoo 
e'e, MA ehte 

Fikeiv, O«cuec— WA eee co, MARKEER 
即 得 -~ v? + cosro= 0f - ev - sinru =0。 于 是 我 们 有 0<v< 二 和 
v* = cosro , d BL Ae vev > = sino, GATER E a P, 
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t 
ifj 和 一 e+e oo, fug e- (5) =p- ett =0 HI 2e” 


-eino MBDA Ee le. dude-l6 代入 第 一 

个 方程 的 左边 得到 负数， 产生 矛盾 。 故 论断 成 立 ， 同 理 叮 扼 ， 当 

Aside, Qu T mh-u-U, ui0Bb, j*-Btheeci0. 
设 E SeA EN, XGER,-1-6£'mpuese,«et quReOOZeR, 


Bb, Atc ec, X fE— RSR, X Gs MEC 
ReQ)«R, Ima) | «TL, d $/,00 2M = (- Deko tef 


e, oett, Wiz E ADM COCS, SESIA Oo:s0. 
H Rouche Zl Ap Jj f ; O0 = 0 在 Gs 中 有 相同 代数 数 的 解 。 


PAR fyi 2 
Jb of 4 2- cc E T Ges M R, >max{1 ee, 


bre'l. Bykpi4ReQOIRR.B]A*—6&/"A-(1—s)ec7i-c-sbmx0, 0x 
sx HRe 二 及 时 ,一 2 大 + 在 Gn. 中 有 两 个 根 。 现 要 证 明 ， 


POLL HXp kde, Oevec ap ee I, umo BE At =e 


-(1—2£)e7*-- sbz-0, pou = iv, osve TA: - g£'h4(1- 


ejem «sb - 0, Wi Fi fii EERDE — 0? e (1 — s)cosro + sb 
-0$ü-e'v—(1-s)sinrv = 由 第 二 个 方程 得 vw 0D WE 705, 


这 是 不 可 能 的 。 如 果 当 = ue I n OBIA? e^ e (1o ert 4 
sb-0, Riga? (Z) =en 1-5) +sb ofizu (I) -e (2) 
=0。 由 第 二 个 方程 得 到 # = -8/， 代 入 第 一 个 方程 得 ~ cn? 


-(Z)-a-n«sb-o, Bub FW üE, HARRO 
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* 
+ 过) 。 从 而 引 理 得 证 。 
引 理 3 Beo. r»0,0«r, «ros, «Lr Bosch. N 


FEAT -ske- peth e bec? = UEBER MERe Q0, = 

x ayt - 
«LOO 之 工 .如 果 e 之 0, r0. 0r «rB - CL) <R<0， 则 方 
UV — ceci eor ~ h= ORRAT ARMER Q0, 7 
XL) «T, 


证 SEGUE BUE. ROO DR = T+s+8&， 则 对 任何 非 
负数 r! ris r RAETIA <k, A 
[A2 —s^e-tà tenti - A? jA] | ee-r1|— 1 
EIHAR) -1m R>0. 
EG. = fà, 0<RA<R,, - T ImQ)«——l, 则 由 引 理 2 知 和? 


-sh +e" YEG PEE PG HR. Bi Rouchesg HMA HEHA? — ehe-nt 
+e- — hen? SOBBAEJECHA? — eh + e-t 在 3Gr, 上 不 为 零 就 行 了 。 
Alk, WELS) = 入 —ehe- n? vec — ike? 则 上 只 要 证 明 当 
0x xD E oG HAGO A0 RIT., Mdb, SER OEBEH A 


A - io, ovc T RA cen, BOAO AORT, EPAR 


HAEA ARAARA. WRAS bE /,00 0, 则 分 实 部 和 
HE n] fj s7r fE- ovt o sssintr.o +eosro — tAcosr;v = (WE — ec 
cosir v= sino + psinr sv —0, 如 果 pz=0, 则 第 一 个 方程 退化 为 1 一 


tk=0, 如 果 0<e< 亚 , 则 sinro> sin ,vfücostrvz-048 1 — eucost 
rv- sinru + Esinr sv «0, X T Coen, Du cosu = 0 ( ij 0c 
LP <i ) cosrüs«z0 H — v^ -—svsinfr,v -cosrv 一 i£kcosr,v «0, nt 


s d47 = 


果 = + 这， 则 由 实 部 和 虚 部 可 得 到 方程 De (ZY ]- mn 
( poostr -= £x sinfr.—.) — Er kte-rcosr, = = 0X2n—. 


T Jc " T » 
-- Bgcinih (= costr — — usinr, Z) + kie Ässiin 
r r r 


So 
7095 如 时 


0< tr, s, 则 由 第 一 个 方程 可 得 到 4! 2o ene 7t" costr TRAN 
4>0 时 有 k>ee-"m*cosir,- 字 。 将 这 个 信 计 式 用 于 第 二 个 方程 ， 得 


到 2 二 -ggnie = costr, 70, 由 此 又 得 到 第 二 个 方程 的 左边 为 


iE, HURT inier, Meoir oco, RRE MUS — Ar RU 


边 为 正 。 综 上 所 述 ， 得 知 当 入 COGa BEA OO0 360, MA E 3I Bing 85— 
部 份 得 证 。 
为 了 避 铣 重复 ， 我 们 对 引 理 的 第 二 部 贫 只 辫 册 证 明 的 大 意 。 


mb- RIERA Ge, O«o«cI, Rasu t, umo0H, 
9,0) 0, 0xzf sci dg, (A) 2 A* = ehe tnh pet — RA — dU, 
O«cu«c T gi A sue T, po, OA) =0 都 可 以 由 实 部 和 虚 部 


分 成 两 个 方程 。 正 如 前 一 部 份 一 样 ， 又 可 导出 v 或 4 不 满足 方程 。 
wF., WEE Ina 

引 理 4 EFEO BB SEO A php 一 门 =0， 
9(0)20, y,z20, max(o(D, y(0 20H p, +e piod- (o 
(009/3170, & XT, ssu taor (52220, Oszsect )fülz, = inf 
(20:200) 20). CREEL AT fl, 为 有 限 )。 则 2z, 为 z 的 孤立 零点 
HYT aige Hr (2x0, y OSO, 

证 BAERT SiT, ra ey O Bt, 
x (0) = 0 如 果 工 ,= 0， 可 用 和 假设 r020 RAE), zT) = 
大 < 私 0。 取 10， 定 义 一 个 新 的 证 男 微 分 方程 如 下 ， 


« 448 。 


[T OD pO») t en (QD -2(D0/3] I(t - T4), tTa 
yid = —m(d rok), fT, 
e =w, T.-reUxT,, 
UT 28 yT). 


(9) 


ERST <i ST, trii, maD Sa), limg(Q)-9gO),3R 


Ei supii T EiT, r O, Tassi), MANE 
引入 保证 了 2 Tos- an ET BOSE SR (E4381, T, 
Hrt On. WEE cT, +r, WH OA A t0 "uU 
a(i = = lE r) tat na aT —-r)-Exn(DQ)eqm« 
-7<0, Fi WEET A., BiHWDAnx qyEDBILT,T: -++J 上 是 
FRERE., A, (= = aor) kr DaT, r) + 
kaTa Tb TI or. WELT, Ti +r] ELER GE 
实 上 是 严格 递减 )。 

HüEf.-sup(fézT.u'G)uoOo, Tisai, MT: +r, 
Hiie +r, MEMEA S0 WAAG -' Aa) 
= =f r) +Rep xR-epDr(..—05«-0,3X 与 1 的 选择 矛 
Ji. ECOLE (cz; er, A i Tiata rH], z^(0)-O0,. 
2 (ire, 

FHE AM. dH OEBPMHEXRS Am C0-gGi)0s0. 车 
z^(z,)«70, WAAMA, MBE (2,00. mE” (z) =y) 
<0, Wz AERAR, ARA X dBGEU (0200 70, AFE, 
fy z= —m(2,—r), Au (z1) =0, WE —rc0RpQG,— 
F7) -0, 由 于 9 是 单调 减少 的 且 9 -站 =0， 配 对 -7 二 1 二 zi 一 ?有 


90)-0, TEZ Ostsee, m. sy(D = (0) | zcsyds, 于 是 一 


RAs G>, Rayo = 0 和 &=0。 因 此 我 们 必须 假定 ze == 
0， 这 时 有 g(D 70, xf —r)—0, Gaiaz qAÉJpad GE 
必 为 常 微 分 方程 组 
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人 (65 -8Dr(P —2z*(15/3], 
y (i) -0, 

易 知 当 X10) v sBb z() 是 递增 的 且 OL g Hera 
vg Eh r)a g; 当 zf0)Dw 3 Bj. z0)JEIE RES] Hz (£07 
v/3. WEG BISESLTEUETGOD0, Br WHEAT., KAY 
(2,0 <0， 于 是 zi 为 扳 立 点 。 证 毕 。 

用 相同 的 证 明 可 以 证 得 ，x 的 零点 序列 zi, Zas 09, Z A 
都 是 孤立 点 。z 在 [z，3 + 门 上 或 凡 单 调 增加 或 为 单调 减少 ,依赖 
Peint EREM, MYEL, Z, + 让 上 或 为 单调 增加 或 为 单 
Hb. BP Ynet E alz, tro, We d 六 0, EC 十 
LOR, Wy” Cd a0 

RAIE Aae F WG-(lO0,. v. PH E~r, 0] 
上 的 连续 音调 增加 E e, s.20. peer =, Ya teip) -ip 
(00)?/3]:0), HiEG% BanachZ HX =C(C-r, 0J)x R 中 的 一 
AGTE., MAER O, w0€G-(0) COE XB do, B 
GOD, y’ 为 OD WEE O, yo BAR Witz (prh 
$S8—XARH2,(000—0, E W F(p, y,27(—V, =y) 其 中 
VO) —m(zi(Q)) r1), —re«i«0, y,-y(z, (p) 4r), RP 
EG EADS (P. Fa), WE, Pao) oy, 一 Vy.)= (8, Fa) 
B= etz p r+ DSP), —rex0, =O= Fs 
AFEC EERS ARE GO 的 周期 解 。 由 引 E F eG- {0}) 
cG- {0}, BEFEG ~ 10} 上 是 连续 的 。 

引 理 5 映像 f，G- {900} 一 -10} 定 义 如 上 ， 为 紧 上 映像 。 

证 BAG -10} 中 的 有 界 子 集 ， 为 了 证 明 F 的 紧 性 ,我 们 省 
dB HFCA XfEX d EC RK HE, HAscoi gg 38 FU uEBHFCA) A 
HS8BHI(I (OG, y; ERARE ON SR REXEBE. movil 
微分 方程 yw Cf) y CE 21D) er) ee[u (1) — (000025731, BUR üE 
HETET RAM Emag [ze 1 z (p ata (p) er) M1 
Hmax(lyutfoó;, z,(p) Ez. p oor)eM,, Eperu (1) 的 
对 应 于 le, wo € 4 的 解 。 则 等 度 连续 性 便 可 得 到 
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Oxiszzi. 


JAM gs E HARE, MAMARA EE AN 0x 
z Cpe LM, BERAE AAi EO 2:00 yE) ={ —kr 


- e -1)M, BPO SHD, osi sz (o eri ll roD 
«(-s-D)M, ntt tr WERA (e-t) M 


sae- M, iLi tr, HDG LAP eg 
M, WA faz (Psi tr SU (OO M, Otz 


GD, BRUD- (Aree 1) ro e M, ogiaz, (n), 


"A, MRYD- (hires ，)M，0<<1<z,(9)， 则 我 们 就 有 


更 好 的 估计 式 。 在 每 一 种 情形 ， 萎 存在 正 数 N 合 ?六 —N, 0x 
tz pa 

显然 ,由 这 些 估计 式 可 以 得 知 当 2 ee p) +r 时 ,yt) 
L—N-OIM, PE) =V ZERE, zi Et Ez C Hr, 
WinEHjfhgR, 38990, A t, EL (0. 2 r W ads 
-vi&(exhrs, RIRE (2 — (ON +rM) ,由 此 可 向 着 任何 
TÉJÉ P. Hz (patas o) trr = -v ge kre Y 
(N +rM), WP, 

引 理 6 FEERZR, W40, yOCG-(0)X KEDI 
2RmWOBWEO yolli yole AHLY) |= maxcpeco, 
Hode 


证 AODWORRIDO, REVR + Arë +e(8- 5) = 0 W K IE 


解 。 如 将 5 写 为 ES= 9(R)R， 则 显然 有 jimg(R) = 0。 选 择 R, 使 得 当 


R>R, f &(R)<1, WME (P, VOEG HIP s l-R,, WE 
POLY REA ABCB E yo tE- OODD 2202 C, 
如 果 我 们 写 y.-RIR., MEERSMAN EE 可 证 明 S 
ORIR, Oxf«zi(p), 
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u 3M = max(xct):0scfscz (po), dit HEUS SÉ IE UE BT BU 
MO z GM, y) eM, Res 2r ee oer, 亦 可 
Wyer (p+r -(orM- krelz, Qpp er)-N R rp) 
*trü)mMS3QgpKRr)ye-r(OM trM), gun] $8 IEE, #10)| KM: 
EPK AA PRR REA. E BUR. b E SERIR.IBIJÓCOROK 
I, MHĦHRZR: hf, |F, gp eR-4O. Yolia WEE, 

引 理 7 ip, yocG- {0h (COD, VODAFONE 
Tiu, Yoh, 贴 存在 一 个 与 (49， PEE 无关 的 常数 ü, 性 得 


Jim z(t)i a, 
”证 用 引 型 6 的 论证 可 证 明 'x(f)| 和 1y(1)| 当 1 二 0 时 都 有 界 ， 
iR ES, FREA? ehte th mkn 0 存在 两 个 解 和 ;和 ;使 得 R 


O 02-0 — — ImQ ,)« 7, 21,2, 5 C RRHERBHE 1" mA) 


DO0HÀ.-A. 2" A RAAKA Ai, 3” A, MAE dH 
等 实 根 。 

我 们 欧 证 明 将 报 据 各 种 情形 来 讨论 ， 但 不 论 什 么 情形 ， 只 要 
是 上 述 的 特征 方程 的 根 且 T 守 9， 风 由 分 部 积分 法 可 得 到 


(EA ‘dt +p aez di 

T T 

= 和 5)e-À !dt -Aa(T)e-? * - y(T)e-?? 
I 


eA ye dt, (10) 
男 一 方面 ， 将 方程 1) 代入 x (OAU GO, ME 

[oreet e ur ers'dt 

r r 


=| w rer edt - Pat onera 
D 
- atte necitat +h se dt, GOD 
T T 
置 (10) 和 (11) 相 等 并 使 用 | «c —r)e-* ! dt =e | spes Fa 
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Gift。 这 个 关系 ， 得 到 
T 
-A AxiT> -yT 十 í zitje- Mc T ng 
T^r 
22€ i 3 -àit Tù i 
= she (De di, a2 
和 情形 1 iim) >ot, HTA =j iofra 080 o7. RI 
HL 20 889 HEBR f 


r 
-vUr(T)-— f z(f)e rt- +sinvtt— T+rdt 
r-r 


-- ER ( sa 
- Im{® | ee dt). 
EERE Hb-sup|lz(D 20, Kin areh E ABE sup 
"NETTE | sez. 而 TE (zn Za 1 能 1z(T)1 = e。 由 于 xz 在 
[z, z,-r]bkB S, MEDIIS xr. D TMe ERIE ET >o, 
因此 我 们 可 以 得 到 | ayeti sini HT e dL 0 EUR 
|vx(T) | e | P5 nec end, a3) 
用 [z*CD[e5s0cTo 这 事实 来 估 证 上 形式 右边 ， 得 到 
Lubog 3 ej] bo, ao 
A50, MiB 4) manot >a? = S e| A7 Ino, 从 而 引 理 在 


精 形 1 之 下 得 十。 
WEZ CHA OBI. GEH HA, A.B. RA. HD. 分 别 代入 
aD 然后 相 减 得 到 
T 
T 


~ AIT (oce imm enmt yu 
一 一 -De 
T 


+ e 3 (ec Uii, (5 
$ jr 


设 z=、T 和 8 如 情形 1 中 所 述 ， 则 
1 cb? ELI 
PESCE M g^. 


_ ur e " 4 2 3 
和 和 前面 样 ， 可 以 推 知 避 >a T Delh A)T 
情形 3 ” 当 特 征 方程 具有 二 重 实 根 和 时 。 则 》 亦 满足 方程 
iXk—se-ret 0, 4,25, B O2 


-ae -y Co «f z(pb)e-SG-Ttn qa 


(18) 


十 (A? —£À, ^e -$ ,aconat 
T 
3 jr 


现 将 0175 减 去 aD ERLA A, RREA ATA Ru 用 
Lebesgue 控制 收 敏 定理 便 得 到 


-z(T) -| r(t- THEE -Tt 


=- ; [petet 
ER 7 & 一 人 一下) 
EM z*(D0-T)ecU-Ddt. 
» T 


HJH dr T SP s EE A E TE 7 22 G8 f Eo 
引 理 8 Br) HOO MIT Bp3B, LA 2 的 零点 ， 
n-i, 2, "Ue Wl dgxe— 4-4 C, Yo y 无 美的 正 常 A a"* + 使 


fülimmaxtí|z(z, tr), |g(z,-r)ima', 


证 由 引 理 7 知 存 在 一 个 正常 数 4 使 得 lim | e Ha, Ez. fit 
maxí |z(£5|; IE E e TEL Zy žaidi | CT) | 


LU. 我 们 知道 Tum, +F, AA WEE B p d OD) D, XE T. 
TOToln., BET = min( 7, 1:3) 8B。 由 前 面 的 工作 
fe! (P0 8T O bes TOLL z* 10/8]«c0, PERI AE CP 
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«- 8, 由 于 y 在 [Ti ,zi+ 门 递减 ， 可 见 引 理 成 立 。 证 毕 。 


—- 如 果 e0, r0, 0x1, WAF XE CORE 
BHE (GOD. yG, BAMAP, 

E ” 设 信 和 F 如 引 理 5， 由 下 理 6 知 存在 一 个 常数 及 | 使 得 当 
Po) T RRiOSEESFOGSu DIO Yy) BUR, URO. 
Hole HPY OER h Ge {mG yO ER), Wu 
Rzmax(R,.R,) HAFGr— {0D EG- {0} m 3[Et 8 An] 0 EF 
B — ARA Bid IR SH 5 FERR ER 1 5g FEGE IEE 
BRZ MEX 0 W -A3E FRR, Bic, G-U) =1, 
困 此 ， 这 个 不 动 点 对 应 方 称 51) 的 一 个 非 零 同 期 解 ,， AMAT., 

对 于 8<0 的 情形 ， 方 程 《1) 的 周期 解 有 如 下 的 结果 ， 在 这 里 
只 述 而 不 证 。 有 兴趣 的 读者 参考 [168]。 


定理 3 deco, ~kr<e, lesa, WIE OAM 


WKF 的 非 零 周期 解 。 
此 上 站， 文 [1681 还 考察 了 如 下 的 方程 
(ree cesa DO stam, 
zr(Pp)—gp) -2zxfzx0, |e(001«1, 
Reo) X ids mm, NUT GL - 2,0] BkSERIRBILipschitz pj 
数 所 成 的 Banach 室 间 ， 其 范 数 汽 


le]- max( mex ject], max 1909-90D|, 
ai S- 


EET ELEA] DO 


(18) 


及 如 下 的 中 立 型 方程 | 
k d 


mti — p? 7 
xD pea) je 2201, 


MN [exi - 1)4 —— 
z(f)-qg(f), —l1xi«0, (19) 
的 周期 解 。 得 到 了 了 如 下 的 结果 ， 
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定理 4 如 果 c> 7. 则 方程 《18》 有 非 誉 的 周期 解 ， 其 周 


期 大 于 2。 
ERS MRT, m>, |k eA L(+ E 


m-1 


(im -imki«l)mpyg Go 有 非 零 的 连续 可 微 的 周期 解 。 


$5 存在 冰期 解 的 李 收 普 诺 夫 第 二 方法 


李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 除了 被 广泛 地 用 来 研究 解 的 有 界 性 稳定 
性 之 外 ， 也 被 用 米 研 究 解 的 其 他 性 质 ,其 中 包括 周期 解 的 存在 性 ， 
文 [133]、[373]、[174] 等 曾 将 李 雅 普 诺 卖 第 一 方法 应 用 到 省 了 
微分 方程 的 周期 解 的 存在 性 之 中 ， 下 面 介绍 的 是 1133] 中 的 结果 。 

引 理 1 (Browder a ME) WSH S Banach 2 BXA 
Doy, SEXAFS Si CS,f，S 一 XX 为 紧 映 像 。 如 果 
HEM, PES, E AEX U fGOCS MSDS, e 


Wi ESARET. 
3035 yg d 9E RE REIR YE E CA ZR 
£D —FG,T). ' (1) 
其 中 F， R x C—R*, 连续 ， Cz-C(Q -r,Q0J, R, 
定理 1 BEBO. 关于 #f 是 周期 的 ， 硅 期 为 e, cr. 对 
于 任何 的 a 汪 0， 在 在 LC(8) 汪 0， 使 得 当 EC, (CC, = 他 EC lel 
x83) Bj, [FGP «Lin, d 9b, B RREFEN GOAT HE 
Vct,d)0, 'Esg XE Rx CF E (CF (66€, '6(0)0|2H), 3$H 
(i 存在 连续 递增 函数 aC) 和 85(s)， 当 sH 时 a)0, 
b(s)70, X "s—-oopja(s)--oo, 4&4 
acl MDEA, do «bel», 
GD FERRARO), sH), di 
«436 


Vos Ox -aC[óco)b). 
(ii) WiEWUHI. e, B. y. vB RIA EA 
bH xal, biel B), b(Bosa(y), Cea), 
HHH >H 
rL(v* Y H, H, 
则 方程 (1) 大 在 周 期 为 6 的 周期 解 。 
证 设 5={@EC srh 我 们 首先 要 证 明 ， 如 果 P EEC,， 
Wxp—4 im. Eto mert ERA, MEERA 0:08 49 
Iz, Gom] 2 v IARE o atot fam ERR miS, 
$)l-y, Lepa) =P HIE & tte, ta) IRSE vL CES, 
P| Lr" Bp CEU ES, A Jue) OO [ HS 3B 
AXPÉEG. GS tadil is ia, WEG gH, Ez, 
PCG), =H, MAREE Gast) BHIE, 9000] Hi, 
在 区 间 tam SE, Æ inito MIr AE, EEAS 
ECEE Cto, e»DIECGD, BilzXCfo, e000| EG 0, T 是 
ER taos QC) aH e Ey 0Cfg — £424 d E is tar, 则 
jelte 0 CHO LH trL OLH, 因此 ts 一 + 必须 大 于 r。 于 是 
[2,, £5.92] 2 H,, BÆR ES feta, BEEN, Co Mra 
因为 =H, ROBI FPA, TOROS BD Elt, lA 
[eita “CO RH, MRG Ri. Gi) 可 得 
a(y*) s atiz(to ECE D EV Ts uu (to p) 
«CN Gsm o Pp I) EP Gao D = 502», 
它 与 去 ?sa FA., AETA OCC. Mh Wi SÉ 
[2 Co 92 Bez v* s 
同样 的 论证 表明 wp € Cu, XE— 9E EE dn Vv fa, 
MXipcC.Bh, A -MRES EA nO. 9| «B8,34v € CN, X 
Ute hE O EPa 
# Ep ECARO, p), Wio, d leao lv. 
假设 对 所 有 的 tr 成 立 10,9) (0| 2H, MAFFE- TEN 
上 >0 使 得 


(2) 
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Po yi, m0 mE R, Pr, (3) 
xkdÉ BH OPO | «v3 — ter uar. HOD 得 到 

Vtt ,z C0,9)) Vr, (0,9)) — k(t rst b(y) - RCt n), 
因此 ， ARED DCP + n2, 我 们 有 VR, mO, p) <0, R5 
V20XE. MEDEE i, Vulrsct e FO +A], 
Eep =E. ARER EC or n Tf epl 
s«HoerLO*)CH, Ee ir 00,9) LH AARAA S ES 
4, p) hae, 

EIERE O =x。(0,P》 的 暴 像 。 集 S$ 量 然 是 世 中 的 并 点 子 
f£. BDgr«eHMecsSuwSxü0,9»l«cv* 及 对 EEL oR 
(0,9) (D | EC )， 所 上 以 5 被 瞻 入 C 的 一 个 肾 子 集 。 即 /是 一 个 
E., AS PEC Il 之 8} ,50 = {EC ib er, 那么 S 
EF Ha'hü4is, HSAN., Ei ERNARI, X 
pES Rtt d movol«e BEluctfrfgE—4 X mo E 
fap C S. WE ms oC.) asinus ES 

根据 引 理 1， 知 /在 S，。 上 有 一 个 不 动 点 ， 即 r.(0,0) 0. B 
AFO,40 关于 是 w 周 括 的 ， 教 方程 DATERA o 的 周期 
解 。 证 毕 。 

ERAT, RA BIHA 

£(i)-yC(D, 
dO) oto - Por) pon) v» 
+ ,g(t + 0) y+ do, 


ATHE, JAWS: 

Ca) = {f fo) 满足 局 部 的 Libschitz 条 件 }， 

Üo) = (f Co, XHERIRIBECR' FERALE), 使 得 
XMPEFPSCE, xte Eh, IG, -ia,n | aL) e.r |} 

定理 2 候 定 满足 下 列 条 件 ， 
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i) 看 Ot co, [y | «co E ii, y) XP, H 连续 ， 
$0, p EDY), QU, D. ATIRAR, AWA oo, MEX} 
ESEM, AR 

DS DUM a xy A, G» 


i fo Ele <o EE, Jæ CC.OQÓ B4 e|} 
firjsgnzr—> oo 

Ci) KO JUPE. AAA, HIDS, RAR 
正 数 。 

Gv) gGO fE|z|«Ceo EHE, gi)€CQG) X126) | sL, 
工 汐 某 正 数 。 

则 存在 一 个 7, 汪 0， 使 得 对 于 0 了 rro 时 方程 组 (4)》 存在 周期 为 中 
的 周期 解 。 

证 如 果 r=0， 方 各 组 OD 是 一 个 常 微分 方程 组 ， 这 个 结果 
JEANS. MERNE Er >0, HIE EREU, Y, 
其 定义 为 

Ucp, W) = 2F(o(0)) + V? (0) 


i [rwrcoaeds Ef" [puce tasas, 


其 中 Fir) = N 
国 此 有 UC. Guy «-2y00,1) + 24|yl 
saf L|y(t)gCi +8) |d0 
raf Cy CE) y CE 00 3d0 + Lr |y] 
2r ]-* 
-L[ igct «ento, 
"EP AR 
dux y| «M - max (^, D 1), "i 
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1 t a ; 
Un, u= hayt- PESO 


-2L'gy(ti Q8 
2Liy tog(d 205! 4 5, VICO 0 do 
-下 luct 6)Jd6, 
EDS r7. Bi P1 ESCAHBU cu Gs us oy QD, 因此 ， 
WELW) SM, Wy 
Ü op ~ bawic), (8) 


ERRE EIE SMEA., BEB 是 这 祥 的 常数 ， 它 使 
HEj] sM. MAy EG, l+ Ba, pl «B. di 可 


AFE, figi «d, min 


B+ 3MÉ^ UE -xGM*.RkR—f(x)x—1, Hrad; 


B 2MÀ« 


Er dp]. WRR EV p, O =U, Vo) WOOD, gu 
Vy Guy) a yL By) fr) pOD 


2 +TaM +h As 一 1 »«-d, 


ü 
«p g(t c 8))yCE c 0)d8 
< 2yd + 2Mk C LrM P(t, y)+k 


= 2 ? G az 
f(e) + ag MET (1) 


-3L|yCOy( + 5| + Aut edes i, 


dus» Pecos-d, REVE, D SW aD - yo, RRR 
证 给 出 六 4) (YW) 所 一 1 
TE e00|d, KOSMA, NURSE V, p) =U, p 


M 


TPO, B 


E 
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. 


m T 


M 
Vm, WD) 


在 j9(0) <d，(0) 过 一 MM 时 ， 玻 VC9 H =U, 9 - ec), 
Wü] af ji BV Q4, m, y<- apt, 


WR Sd, KOSMOS- d, OM, EV, 
V)-U(o,U)- M, Liro) d, Osa-M g pS -d, 
yoM, SV, =U, -MM。 这 样 ， 我 们 得 到 一 个 连续 
BILAEGEEIEZAISIEVO.U0 它 满足 定理 2 GET D. 

EE RAPPER 

2PGQ0) + g^(00 — MVC, uo 


2 
«2F(pC0)) 3200) + M+ ap +h) 


EPEE, VRR, Vo, DARAD, inm, H 
加 一 个 正 整 的 办 法 使 >>0， 容 易 看 出 ， 如 果 r 充 分 小 ， 那 么 满足 
条 件 (2)。 因 此 ， 由 定理 t+， 如 果 r 是 小 的 ， 则 方程 组 CD 有 一 个 
周期 为 6 的 周期 解 。 证 些 。 


$6 无 究 欧 湾 FDE 的 周期 解 的 存在 性 


XT 85) BE WEIZ pj 82r JL RRES JA] BRE ETE, JLEG 
经 开始 有 人 研究 。- EX 7 PRR B ACOTIR 
对 EB" 空间 中 的 尾 一 元 素 Y， 定 疼 |7| = max jai, RBopx x 


的 第 认 分 量 。 对 于 画 数 z，[a， 的 一 Re Y [xz sup(iz(D!, 
a«s«b) ,对 于 连续 有 界 函 数 p， RoR", EX -sup(|oco]: 
-00« 83:0), 

以 C-- 表 示 和 连续 函数 p， 了 及 - ~R" 的 全 体 ， 以 了 BC- 表示 Coop 
有 界 连 续 函 数 的 全 体 。C- -与 3C-- 顽 是 线性 空间 。 又 以 CD) 
表示 C-。 的 一 个 子 集 ， 它 的 通 数 值 均 属于 DCR"。 
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dim. (0o, AJRA XS. DT EC- oA] EX 4,€ 
C-< 如 下 ， 
$,(0) — x(Í F0), -co« Os, 
X6. vVCC... EX, 
"E -— _ [d — 3 [t7*: 
pb = 之? s T+ CE . 
易 证 bp 满足 距离 公理 ， 从 而 (C-。,P) 与 (BC...0) 为 度量 空间 。 
我 们 不 难 证 明 下 面 的 两 个 引 理 成立 ， 
引 理 (BC aM 是 局 部 凸 的 线性 招 扑 空间 。 
CJE: 2 (0,19 C PRR, 则 limp(g,,,) = 0 的 亮 要 


条 件 是 ， 对 任意 的 正 整 数 P limo, =pl =0, 


现 考 碟 无 穷 延 兴 的 证 函 微 分 方程 
EHS f(E, ss), ~ Lst), aA, (1) 
Rope, JER, JE OET ELS RUP REDE SA 
Ds fli, B0, (2) 


我 们 总 假定 方程 1) 满足 解 的 存在 唯一 性 。 

在 以 后 的 定理 中 ， 我 们 将 用 到 江阴 V(t，$) 或 函数 (rz)， 
前 省 将 Rx C-_. 映 入 R+， 疝 者 将 Rx R" 遇 入 R*。 我 们 称 VEG) 
(或 Y(t, 2)》 为 李 共 普 诺 夫 放 了 画 GRRGHENEHPASIEAE )。 如 果 满 
是 下 列 的 两 个 条 性 ， 

(D XHÉ—6€C.., VO, FEEL, BIASE, (H 
f£—z€mRh VO, DT Ee, AIHE); 

Gi) V(t,ó) COHRVCH zd). 关于 (或 +) 满 足 局 部 的 Lipschitz 
条 性 . 即 指 对 任意 的 yE [ea, 8] 及 任意 的 紧 集 FCC-。 (OX CR, 
HEL, RIO LIESS €DeyYIETEAABUyÓ,, PEF RR 
Hepe E HEB IVO 6,0 VEG P O EL, rlt Vt, 
s) —-V(Gt, Eb eL. rit — 2 [Da 

定义 1 ZAVO, H GRBA VG, r) 称 为 是 目的 ， 如 果 
对 于 任意 的 B 宇 0 及 性 党 的 1 Erg,B8]， 集 侣 {DEC V(t, p) B} 
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(Sd (ec Ro. VO, DBP EDH 
定理 《4 WEWE FIA F: 
(D 在 在 了 >0， 使 得 对 任何 前 了 ELe，8] E 6€ BC... 有 
KEAT D= fcio» 
(D ffy Liapunov h jZ V. De, B]1x BC..—R* RRRA 
Wer), {Eig 
W('$ót0)l)szVct,do, 
BO EXHI, VV 对 于 满足 jsHieneoxeSs 
GD 存在 可 微 丽 数 地 De.n]--R* Kus. [4,8] x R*—R, 
38,Y) 关 于 满足 局 部 的 Lipschitz 条 件 ， 当 tvE Te, 的 了 时， 有 
ACE, T) UuCI D, Vto, O ut}, 
M EEEa, ta +T] BuCESU, ac», 
(iv》 沿 方程 (OREHI, VO20 XpxkSR, V, S) 
zuo 时 有 
V (1, 0,2) mg V(t,2,)), 
C TRE Wg xu ,D8x*  uCGOB ERI $ € C-., 


AVG oD EKG € T$) 

(vi) GHEEXRH —0,. EORPA RT rJ le || H 
的 初始 函数 9。 

则 方程 〈1) 存 在 以 工 为 周期 的 解 。 

证 考虑 集合 

S-(qe€C... V(f,, puli), Jp- epl 
-Mis;—s5,], 81, S, CR-, We lp D&r}, 
JE Ah M=sup{lf (tt, Bl hatar, - T, W Dath, 
BECWODEVOGO,,0) u(f,) q—0€5, WSIE, 

我 们 将 在 5 上 应 用 Sechaundet 一 TFxoroa 不 动 点 定理 。 为 此 ， 首 
先 指 出 ， 由 Y 的 凸 性 及 丈 (m 为 模范 数 ， 可 证 S 为 C-- 中 的 凸 售 。 
下 面 来 证 明 $ 为 〈《C-=， 骨 HRE, {r PASHARA], 要 证 
阴 它 存在 子 叙 列 {Pw], 当 fa 一 co Bl, e. HOP RAXET JE Po ES 
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WU.-L-RA,0] A-1,2,——, XE, E. h S EX, (9 —5À 
ERAR i., POR ^scoli—Arzela sg HE Pr) TP 在 子 列 
[p C HEEL ET SE SC AR SE BE p ELE, MAAM 
£o, deor») Xl S D 0.707, Bo sc. 时 有 
PDP COGN WARNAE, HR {m h EER CR 
-1,2,-) .k— fü SCT ERAR. e SNUE 
Pal =p, 0), sE h, kRz1,2,7 
由 引 理 2 ufmlimpig, n, 9,270, 
CFHbkZXRüEe.CS. H5, B cTVOpemeox£k, WB VO. 
p, Usu) REVO gus, 对 任意 正 整数 & 以 及 任意 
SiS € l, dy 
[9,5 (G,) 9, GO Ms 一 Sa。 
HH 9128 2 Wf Ag 
Pols} Palss) | M]S, 5i, 
及 由 于 对 任意 中 有 W Clg, 09 GEW p, t hu, Bs 
2, d WGle,] 70m, F EW CIV DE PES S 
(C-., D 中 的 紧 集 。 | 
在 S 中 定义 上 映射 P(tp) = tpl’, PES, BÆ (D ^n 
P(q) Ei, CTFHuEWJP(G)C S, BVV, £p), t 
ip E GV WVO 连续 。 由 条 侍 dib, G 及 微分 不 等 式 ， 
EVG aut), HEEL fa TI, PHARE GD A, sE, to, 
9) Elta, to T LE TEE, HUT 
WO|z(f,fo.qo|o EV Rt, qoo uCt)szu,, 
teLt,, to tT] 
ELEME plume, WE WO. ID 出 CO 及 i), d 
Veto, ,rl fos PAVE MT, ,rto, 90) 
二 人 t TEutt, +T) 
eH fy B, 
Bəh Alaris nars] x Mlsi; 3s]. Si PES CER". 于 
是 Po) ES。 从 面 了 是 由 $ 到 S 自 身 的 映射 。 


. ád» 


HiSchauder—Twxononig3ü, PESHA Age. BB Po. 
-9*. WERE n o’ PO Sn 9*0. BÆ DIMZ E + 
T，#6，9*) 也 是 方程 (1) 的 一 个 解 。 由 解 的 唯一 性 师 ， xz 十 T， 
fo P= zli, tas arlo PDG, fu, 9), tt EE 
z(t, ft，g9*) 是 方程 (人 1) 的 了 周期 解 。 证 毕 。 

5[383 022767. 如 果 对 任意 的 >>0 及 J>0， 存 在 4>0， 刀 >0 ,使 
得 对 于 pi，gs EC-。， 当 le -pa -20<6 时 ,就 有 jz(t0，917 
-ZX(f, 0, <e， ECO Jh WAED MR ERRAT 
q. 


FEA pe hl E HOA ORE 
Beas ed, nr Ode IO. (D 


dba. FOD, eC, DHA E 
ii 


mt, DECORE SN lect, |ds 


wu le(u, t)ldu, 


其 中 为 待定 正 数 ，t+ ~ ce， 假 设 其 中 的 积分 均 存 在 。 

定理 2 ”如果 4(t)，f(t) 以 T 为 周期 ，e(1t，5)=ett +T, s+ 
T», la( | «M, BETIZ: E 

(D ZO ROGDRBOdEp'GBjsjz". 即 对 于 任意 的 el L0, FEIL 
20, ENTERED - co t-t PL, 有 


| let, sds LE 


GD PERMESO, VHENDO, BEIER- oF 
[es 8) |duds < ee, 
《ii 在 在 0, fW 


b| lecu, s)jdu«|eQ s). 
É 
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(VY) 存在 Ko > > EAS- of, 
2mct, K) -EAL ke 


FEO p 4e EXT Ju RS e 

证 显然 满足 定理 1 的 条 件 (i)。 下 面 证 明定 理 1 的 条 忻 OD 
也 成 立 。 由 引 理 3， 具 须 证 上 明 对 于 任意 的 8e>>0 及 J >0， 存 在 92>0， 
D>0, EARRAN 0, "419,0, [p sump m pa 7 
«OH, Ele, 0, pO CE, 0, pa |<e, Gar 

Grd =r h, 0, Q0, =L 2, arisi. WAIE, XE 
OsiscJ rr. 

lai (1) 9401] 


«90-90 +M] |2,€8) — vy Cs2 [ds 
J 1 
+32HJe 4 MI lec, s)i[z, C) — m CO [duds 


Zu [ect so[|z (s2— rls) [duds 
E 了 


过 PCP1，92) < 时， 在 在 6 六 0， 合子 1 p T ad 又 和 由 条 
BERG), (Qvo, FÆ P>0, Q0. EP -<s 有 


rt 


- o=] [en s) duds «P, 


一 ca 


o<{ len iduscQ, 
于 是 [w(t) -walt)| (ad e 2HJe +aPô) 
«aso eo eds Hosts 
BI SEXT AR PE CV HE, 
TERIERA. 4 
Ve, w= LecosK[ [lean t+0)19*(0)dudo 
则 有 
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1go | 


至 于 V(t，q) 的 凸 往 ， 可 由 
[(1—-409 + Mp +A, OA, 
证 明 。 
尚 须 证 明 V 对 于 9 接 p 连 续 ， 由 条 件 (ii)， 对 任意 的 8>0, TE 
IESEARN, deg 
i ND -X fa 
r r ecu, s) lduds= | | 'eCu,. t+0) |dud8«8 


对 于 和 cC. P lel x dH, i=], 2, 可 证 得 
VER 9,2) -VCt, e, | 2KeH]lo, ~ pa 7*7" 


n E 
+f nr2rnl INEO t+ 0) duit] jp, = p.m 
-N t 


Mp. Pa RAME de. e Pal 0700 HEE Bp VOS 
8) 对 满足 [el <H ioko, POEMO. — 
上 骨 验 证 定理 1 的 Ci 一 (VV 成立， 为 便于 计算 ， 和 将 WCf，w) 改 
写成 
ve, jid eos 210126)Itduds 
经 计算 后 得 
Vut, Bam, K)xt( 


+ (TK) ees Dro ds e lect CI. 


4&u(t) M, XV, 2,)mu(t) =M 时 有 
soe 2M -2K| MEC $) x^ (s) duds, 
HAm, K)«o, B 


Vat, gsm, KM +| ~ 2mct, K) 


1 def 


中 


— , 1 
zt &]v ev 21y? git, v), 


2 
当班 充分 大 时 
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— 1 c. 1 
g(, utt) = g(t, maf torm tar |m 


«0. 
ico = 0290, Mo), JEU] (1i) 及 (二 ?成立 。 容易 证 明 
Ve, e) 2V(! - T, p), WERI dE. PME, HE, 
方程 (3) 存 在 以 了 为 周期 的 解 。 证 毕 。 


5 方程 | 
ESE - Q «sin? az «| eg- i-e rt suds +cost 
痊 在 以 2 为 周期 的 解 。 


T BUR I ARE HERE IRI 8I 53 — S ARS 

定理 3 如果 满 足下 列 的 条 件 ， 

(i》 FET>0, SDPTIEERBICRE9CC., f, P) 
=]G +T, p); 

Gibt R ERR, RR ARR R*-—R,g(tuv)3€ 
Fug EAR LipschitzdR fk, DA et, D> — co, fit fiu, = supiu (to: 
Loci TIAM, HM -eocs«OoBuCto ET s)ecu E, 十 
s), M — ooi, +The Sg, W); 

(iii) 窒 在 连续 非 减 函 数 L:R+ 一 R!， 使 得当 t>0 于 L(4) 守 4， 
HAEC., +T] -<s uE H so)scL(ORCDD 

Gv) TEE ZEE HE AA RARV: RxR Ro, KEAN WOOD, 
满足 

WilzIl «Vot, 2), VCt, Daul), t CR, 
BYV SVO, (Eu DAV, z0))IAVCL, m(£))), 
=- co«Cssz tJ XE SUE. 

Vat, z(o«g(t, VO, z(t))), 

QO Or EW jp o «u. HERO CC-DL E —oosx0, 
有 

V(fy 48, pCGOD «VO, -T c8, pa, 

(vi) X IE AEARgHIAO, JECO) 的 解 按 Pp 连续 依赖 于 满足 Le] x 

夏 的 初始 函数 pg， 网 方 程 41) 存 在 以 了 为 周期 的 解 。 
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证 4 
M -sup([fCt, go [sto it, + T, Will )su,). 
PERES ={pEC Vit, es, p(s)seu(l s), -cos 
[ps p.s) 1 M 81—8ii, 81, Sa CCm o, 01), 

ARA E XS. UESTR BO pE, SUpPSQUEFE, ms 
BiiByuEBE Aa EA —-PA4yjes 00, MVG, tts, qiUG)eutt, 
v3. co 所。 o, GYTERE SEC IH P2 E78, 0 上 均一 致 
Jr SUP. GO. PAVO, 5,9 GOD B, S, coc secO, 
又 易于 证 其 

ly (sD) 9,52 | MIS ~ Sl] $,, SS C (— c0, 0] 
TEPES, BOSE. 

和 定理 1 一 样 ， 定 尺 S 上 上 的 映射 Pio Rar(0.. 9). 由 条 性 
(VDAUPERR, FEE ES。 对 任意 的 p CS, 4V(O)-V(, 
t(f, fo，g))， 有 

VO) 2 Vita, z,)) VOI, PON Eulia), 
A i,-sap(tiV(D) Hes, si). ROBVG)2uti,, (gl, 
=t tT, WATEA (CD, fo tTI AVG), 从 而 
TODEDO. Fo + 人 J 上 看 在 。 我 们 证 明 不 可 能 itt T. EIE, 
tta tT, BUTPLO(G Duc = V(t ), mL YX 连续， 
BEES, 使 得 对 于 iE Ef， fQve]—Lf.,a to 二 工 ， 有 


L(u(t)) ru(ti) 
2 


Ox VD Lt), 


所 以 存在 i;， iS EEs titel 使 得 
utf) =V), u(T)« Vi», fc, £g] 


从 而 (9 去 二 LLULL), 


JKupsCii, £F), t€[3. t1. 
另 一 方面 ， 由 S 的 定义 及 条 性 (iii) 又 有 
VS) LUE LLV CE), —co«csett;. 
WVO LL) NS ELis tal -ocsi 时 。 由 条 件 


* 469^ 


cGy), A 
Vut grt, V), PELi, 14. 
BEwOOJ fie =g, wo, PW Ewit S= Vt) =u(t,) But 
—jR MEVO swa, EEL, tale MÆ CD. gu) 
wii), tC[t; talo PEV eut), PC[, tl XXE 
VCO Du Om E. Mom. WVOomxuc. EC to tT H 
条 件 (v) 玉 (这 ) 有 
二 3 二 ) 
{Viia AT +S, si ATAS, fo TF)) 
ty HEAS au E, ES), 一 cp 
EAr, to 9009 JPTECO ERE. HEMIEDE SES 
[9C T Es, fas P) rli ETE 8, fa 中 | 
«M|s,-s,]. Sis s; €(— oo, 0]. 
PEP) S= Turli’ P) ES. 
d Schauder—TaxonoB A ah t e SH, Ept ES, EPt) = 
p*, WERE dim A; Pe CO GEHE ATS E EE 
-推论 1 如 果 
G) fO, 9) = fC KT, 9), ER, pEC os 
GD FEME ATA AH ag E HEAR RUE V CE, m) URR 
HRW WEW dep VO Dawe 
Gi PEE ERRAL RRt, e Lau, M 
ul0, EDOAV(G, rD eLOVG, m), - co«cs«c titt 
Vat, xD WIDE, 
EON gH WOO So RC HR RC 
Gv) ERE CLO B EC YE SR HT RR HEEL, de] «H, HOW 
任意 正 数 。 
V 7; ES OL Té dE ATA LB f 
证 REMEE- WM) E K«0, A uW Mh. 于 
EV, myu -WQ(MDBI, iz[zM. MAEVE, c, 
KE, Vy-0., Hü(i)sOmg(t, u), Mimea 
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Uii. WEE 1 得 证 。 
现 将 定理 3 应 用 到 方程 (3). 上 上 去， 也 可 以 得 到 有 意义 的 结 果 。 
定理 4 WRR E PIEP: 
G) ati T) SaC(0), e(t +T, s+T)=c{i, s), fit T) 


Ld» 
Gi) FEO US "Xe EI”. 
Gib Té fgo7 LD)EÉBIBO, TET 
aep Jeli, s) ds ia 
Yu 7; E COO FE ATA F9 38 eo 
证 OK 
VG = 
以 及 L(u)-zó0?u, u(15 - M, MFE 
git, H)—f. 
PREE RAED GDE OOHRS qs SEZQP UESIR ndn 
TEC) rs MH EE E ES BUR R vo 
Bi 
Dove cae oo | ed, Ilze) dse 
tL[zCD], 
lb AE] £O xD. 38 
Vt) = la*cs)el«Vco) = S 6ta*(b, 


BH Jeco GO2Ct 时， 有 
Fa )s- axi) FL et) |, 


于 是 当 VOD atn 2M, WMH KB HU coo GO) sm, 


A E SES BI Gv) i sr. 从 而 定理 得 证 。 
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